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最 新 发 展 的 书籍 . 本 书 的 前 3 章 是 范畴 论 的 基础 内 容 , SRT. H 
限 理 论 、 函 子 的 伴随 性 与 模 结构 ; 第 4 章 和 第 5 章 分 别 介绍 了 加 法 范畴 、Abel 
范畴 及 层 范 畴 等 内 容 . 书 中 使 用 的 是 现代 范畴 论 通用 的 概念 和 术语 , 但 是 在 
对 一 些 基本 概念 和 理论 的 处 理 过 程 中 ,尝试 使 用 比较 简洁 的 方法 ,避免 繁琐 
的 论述 . 

本 书 适 合 数学 或 计算 机 专业 的 高 年 级 本 科 生 和 研究 后 及 与 范畴 论 有 关 的 
科研 人 员 阅 读 参考 . 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数据 
范畴 论 / 贺 伟 著 . 一 北京 : 科学 出 版 社 ，2006 
ISBN 7-03-017096-2 


1. 范 … 由 贺 … M. 范畴 论 IV. O154.1 
中 国 版 本 赂 书馆 CIP 数据 核 字 (2006) 第 028788 号 


责任 编辑 : 张 扬 Wahie / 责任 校对 : 张 琪 
责任 印 制 : 安 春生 / 封面 设计 : 王 浩 


mee RM BG 
北京 东 黄 城 根 北 街 16 号 
部 政 编码 : 100717 
http://www.sciencep.com 


而 涯 印刷 pH 
科学 出 版 社 发 行 。 各 地 新 华 书店 经 销 


* 

2006 年 7 月 第 一 版 开本 : B5(720X 1000) 

2006 年 7 月 第 一 次 印刷 印张 : 7 1/2 

印 数 : 1 一 2 500 字数 : 134 000 
定价 : 22.00 元 


(如 有 印 装 质量 问题 , 我 社 负责 调换 (新 欣 ) ) 


前 6S 

范畴 论 产生 于 20 世纪 40 年 代 对 同调 代数 的 研究 . 1942 年 , Eilenberg 和 Macl- 
ane 引入 了 范畴 、 函 子 和 自然 变换 的 概念 用 来 描述 某 些 “ 自 然 " 同 构 的 概念 , 但 是 这 
个 时 期 范畴 论 仅仅 被 作为 研究 同调 代数 的 一 种 方法 , 还 没有 发 展 成 为 一 门 独立 的 学 
科 . 1956 年 , Cartan 与 Eilenberg 的 著作 《同调 代数 》 使 人 们 意识 到 许多 关于 模 的 有 
限 图 表 的 命题 其 实在 一 般 的 范畴 中 仍然 成 立 , JE eh E f A 
仍然 成 立 . 1955 年 , Buchsbaum 关于 Abel 范畴 的 研究 加 和 随后 Grothendieck 的 论 
文 b 标志 着 范畴 论 作为 一 门 独立 的 学 科 开始 得 到 迅速 的 发 展 . 现在 范畴 论 已 经 发 
展 成 为 一 门 具有 广泛 应 用 的 新 理论 . 在 现代 数学 研究 中 , 范畴 论 为 日 趋 多 样 的 数学 
分 支 以 及 各 个 分 支 之 间 多 样 化 的 联系 提供 了 一 种 统一 的 简洁 的 “符号 语言 ”, 目前 
已 经 在 代数 学 、 拓 扑 学 、 代 数 几何 学 等 领域 有 着 深刻 的 应 用 . 在 逻辑 学 中 , 以 范畴 论 
为 基础 的 Topos 理论 正在 发 展 成 为 现代 数学 全 新 的 统一 的 基础 . 在 理论 计算 机 科学 研 
究 中, 范畴 论 在 函数 程序 指令 、 程 序 语义 学 和 程序 逻辑 学 等 领域 有 着 广泛 的 应 用 . 

本 书 的 目的 是 给 读者 提供 一 本 关于 范畴 论 的 基本 内 容 和 方法 的 基础 读物 , 同时 
能 够 介绍 现代 范畴 论 的 一 些 最 新 发 展 、 作 者 在 书 中 使 用 的 是 现代 范畴 论 通 用 的 概 
念 和 术语 , 但 是 在 对 一 些 基 本 概念 和 理论 的 处 理 过 程 中 , 作者 尝试 使 用 比较 简洁 直 
接 的 方法 , 避免 烦琐 的 论述 , 希望 能 够 对 初学 者 产生 好 的 效果 . 本 书 的 前 3 章 是 范 
团 论 的 基础 内 容 , 适合 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 的 教学 以 及 科研 人 员 对 范畴 论 基础 知 
识 的 需要 , 第 4 章 可 供 从 事 代数 拓扑 学 尤其 是 同调 代数 研究 的 研究 生 和 科研 人 员 学 
习 和 参考 , 第 5 章 既 可 以 为 从 事 代数 几何 的 科研 人 员 参 考 , 同时 也 可 为 希望 进一步 
学 习 Topos 理论 的 读者 提供 层 论 方面 的 预备 知识 . 

本 书 的 初稿 是 作者 于 2004 年 9 月 至 2005 年 9 月 在 英国 剑桥 大 学 数学 中 心 访 
问 期 间 完 成 的 , 作者 感谢 Peter Johnstone 教授 的 邀请 , 感谢 他 在 本 书写 作 过 程 中 所 
提供 的 热情 帮助 和 有 益 的 建议 . 作者 同时 要 感谢 四 川 大 学 刘 应 明 院士 多 年 来 的 鼓励 
和 教诲 , 感谢 罗 懋 康 教授 多 年 来 的 帮助 , 感谢 张 德 学 教授 提出 的 有 益 建 议 .本 书 的 
初稿 曾 在 南京 师范 大 学 数学 系 拓扑 学 专业 04 级 和 05 级 的 硕士 生 和 博士 生 中 试 讲 ， 
听讲 的 研究 生 认真 发 现 了 许多 打印 错误 , 并 提出 了 一 些 文字 修改 意见 , 卢 涛 同志 给 
制 了 全 书 的 插图 , 作者 在 此 表示 感谢 . 由 于 本 书 是 第 一 本 中 文 版 的 范畴 论 读物 , 许多 
名 词 的 中 文 翻译 也 是 第 一 次 出 现 , 希望 读者 能 够 提出 批评 意见 以 便 进一步 改进 . 由 
于 作者 的 水 平 有 限 , 书 中 难免 会 有 失误 和 不 足 , 诚 玖 希望 国内 同仁 和 广大 读者 批评 
指正 . 
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第 1 章 ”范畴 与 函 子 


1.1 范畴 的 定义 


现代 数学 许多 领域 的 研究 都 可 以 概括 为 对 特定 的 数学 对 象 及 这 些 对 象 之 间 的 
映射 的 研究 . 例如 , 集合 及 集合 之 间 的 映射 是 集合 论 研究 的 主要 对 象 , 群 (或 环 ) 和 
RAS (或 环 同 态 ) 构成 了 群 论 (或 环 论 ) 的 主要 研究 对 象 , 拓扑 空间 及 拓扑 空间 之 
间 的 连续 映射 构成 了 拓扑 学 的 主要 研究 对 象 , 等 等 . 范畴 的 概念 正 是 这 些 特定 的 数 
学 对 象 和 映射 的 概括 和 抽象 . 

定义 1.1.1 一 个 范畴 (category)C 是 由 : 

(1) 一 族 对 象 (object)obC . 

(2) 任意 一 对 对 象 4, B, 对 应 一 个 集合 C(A, B), 其 元 素 称 为 At (morphism), 
使 得 当 A 关 A! RË B+ B' 时 , C(A, B) $ C(A’, B’) 不 交 . 

组 成 , 满足 下 面条 件 ， 

(a) 复合 运算 律 (composition law): # A, B,C € obC, f € C(A, B), g € C(B,C), 
则 存在 唯一 的 gf e C(A,C), 称 为 了 与 9 的 复合 . 

(b) 结合 律 (associativity): 若 A, B,C, D € obC, f € C(A, B), g € C(B,C), he 
c(C, D), WA 

h(gf) = (hg) f- 

(c) 单位 态 射 (identity morphism): 每 一 个 对 象 A, 存在 一 个 态 射 14< C(A, A) 

使 得 对 任意 的 Je C(A, B) 及 ge C(C, 4) 有 


fla=f, lag =9. 


关于 范畴 的 定义 在 一 些 文献 中 有 着 不 同 的 表达 形式 ,一些 文献 中 的 范畴 定义 
不 要 求 任意 两 个 对 象 之 间 的 态 射 的 全 体 是 一 个 集合 , 这 样 做 主要 是 出 于 逻辑 上 的 考 
虚 (不 用 预 设 任何 集 论 模型 ). 但 是 作者 认为 从 应 用 的 角度 来 考虑 , 我 们 的 定义 是 恰 
当 的 . 

在 看 一 些 范畴 的 例子 之 前 , 我 们 先 做 一 些 记号 上 的 约定 ， 我 们 用 花 体 字母 如 
D,C 等 表示 范畴 , 范畴 中 的 对 象 用 大 写 英文 字母 表示 而 态 射 用 小 写 英文 字母 或 小 写 
希腊 字母 表示 . 设 C 是 一 个 范畴 , C 的 态 射 的 全 体 记 作 Mort. 

若 4,B € bC, f € C(A, B), 类 似 于 习惯 上 对 映射 的 表示 , 我 们 用 一 个 箭头 表示 
为 1:4 一 B, 称 4 是 二 的 定义 域 , B 为 了 的 值 域 , 记 作 dom(f) = A,cod(f) = B. 
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下 面 的 一 些 范畴 例子 , 我 们 只 给 出 对 象 和 态 射 , 读者 可 以 容易 验证 其 满足 范畴 
定义 的 条 件 . 

例 1.1.2 ”集合 范畴 Set( 在 某 个 给 定 的 集合 论 模型 中 ), 其 对 象 为 集合 , BNA 
映射 

例 1.1.3 BEEBE Gp, 其 对 象 为 群 态 射 为 群 同 态 . 类 似 地 我 们 有 Abel 群 范畴 
AbGp, 环 范畴 Rng 和 R 模范 畴 Moda. 

例 1.1.4 “拓扑 空间 范畴 Top, 其 对 象 为 拓扑 空间 , 态 射 为 连续 映射, 类 似 地 有 
拓扑 群 范畴 TopGp, 其 对 象 为 拓扑 群 , 态 射 为 连续 的 群 同 态 . 可 微 流 形 为 对 象 光滑 
映射 为 态 射 的 范畴 Di. 

例 1.1.5 ”拓扑 空间 同 伦 范畴 Htop, 其 对 象 为 拓扑 空间 , 态 射 为 连续 映射 的 同 
伦 等 价 类 . 

例 1.1.6 点 拓扑 空间 范畴 Top", 其 对 象 为 序 对 (X,z), 其 中 X 是 非 空 拓扑 空 
间 , x € X, 态 射 为 保 点 连续 映射 ( J: (X,z) 一 (Y,y) 称 为 一 个 保 点 连续 映射 当 且 
仅 当 / : X 一 Y 是 连续 映射 并 且 满足 f(z) = v). 

例 1.1.7 设 C 是 一 个 范畴 .以 C 的 对 象 为 对 象 , 以 C 的 态 射 的 反 向 为 态 射 形 
成 一 个 新 范畴 , 称 为 C 的 对 偶 , 记 作 Co (BI f € C(A, B) 当 且 仅 当 fe C(B, A)). 

设 P 是 一 个 关于 范畴 A 的 命题 , 即 命题 P 的 条 件 和 结论 都 是 由 范畴 4 中 的 
对 象 和 态 射 构成 . 如 果 将 命题 P 中 所 有 的 态 射 反 向 , 则 我 们 可 以 得 到 一 个 新 的 命题 
Pe, 称 之 为 命题 P 的 对 侦 命 题 . 容易 看 出 命题 P 关 于 范畴 A 成 立 当 且 仅 当 对 偶合 
E P" 关于 范畴 AP 成 立 . 注意 到 对 任意 范畴 A 都 有 (A) = A 成立, 我 们 有 下 
面 的 对 偶 原理 . 

对 偶 原理 (duality principle) B P 是 一 个 关于 所 有 范畴 的 真 命题 , 则 将 命题 
P 中 所 有 的 态 射 反 向 得 到 的 新 命题 P* 也 是 一 个 关于 所 有 范畴 的 真 命题 

对 范畴 论 中 的 任意 一 个 命题 P, 我 们 有 (P) = P 成 立 , 由 对 偶 原 理 可 知 , 命题 
书 成 立 当 且 仅 当 其 对 偶 命 题 P 成 立 . 因此 对 于 范畴 论 中 的 任意 一 对 对 侦 命题 , 我 
们 只 需要 证 明 其 中 一 个 命题 成 立 , 另 一 个 即 成 立 . 

例 1.1.8 设 C 是 一 个 范畴 , Be obC. 考虑 C 中 以 B IRKA f: A> B, 
记 作 (A, 用, 我 们 可 以 构造 一 个 以 所 有 的 (A, S) 为 对 象 的 新 范畴 使 得 任意 两 个 以 B 
DERHEN fA 一 BA g:C > B, B4 h: (A, f) 一 (C,g) 是 指 C 中 的 态 身 
h: 4 一 0 使 得 /=gh, 即 下 面 的 图 表 交换 : 


A A C 
N A 
B 


这 样 得 到 的 范畴 称 为 B 上 的 切片 范畴 (slice category over B), 记 作 C/B. 对 偶 地 我 


1.1 范畴 的 定义 “3. 


们 可 以 得 到 所 谓 的 B 下 的 余 切片 范畴 (coslice category under B), 记 作 B/C. 
设 4,B 是 范畴 C 中 的 两 个 对 象 , f : 4 一 B. 如 果 存在 态 射 9: B 一 4 使 得 


gf=14, fg=18, 


则 称 态 射 了 是 一 个 同 构 (isomorphism). 如 果 存 在 一 个 同 构 f: 4 一 B, WAK A B 
是 同 构 的 对 象 (isomorphic object). 容易 验证 同 构 是 obC 上 的 一 个 等 价 关系 . 

例 1.1.9 设 C 是 一 个 只 有 一 个 对 象 的 范畴 , 则 MorC 在 复合 运算 下 是 一 个 有 
单位 元 的 半 群 . 反之 设 G 是 一 个 群 , 如 果 将 G 自身 看 作 唯一 的 对 象 , G 中 的 元 素 看 
作 G 到 自身 的 态 射 , 则 群 G 可 以 看 作 只 有 一 个 对 象 的 范畴 满足 任意 一 个 态 射 f 都 
是 一 个 同 构 . 

例 1.1.10 ”关系 范畴 记 作 Rel, 其 对 象 是 集合 , WAM S: X 一 Y 是 指 一 
个 二 元 关系 f C X xY, 态 射 f :X + Y 与 态 射 g : Y 一 2 的 复合 是 态 射 
of = {(2,2) E€ X x Z| Jy E Y, (x,y) € f,(y,z) E€ 9}: X > Z. 

BY 1.1.11 如 果 一 个 范畴 中 的 态 射 都 是 单位 态 射 , 则 称 为 离散 范畴 . 设 C 是 一 
个 范畴 满足 任意 两 个 对 象 4 和 B, 集合 C(4, B) 最 多 只 含有 一 个 元 素 , 则 态 射箭 头 
在 obC 上 定义 了 一 个 自 反 的 , 传递 的 二 元 关系 , 即 一 个 预 序 关系 . RZ, 给 定 集合 X 
以 及 XX 上 的 一 个 预 序 关系 <, X 可 以 看 作 一 个 范畴 使 得 对 任意 的 z,y © X, 存在 态 
射 z 一 ! KEK r <y. 特别 地 每 个 偏 序 集 可 以 看 作 一 个 范畴 . 

例 1.1.12 考虑 以 所 有 的 自然 数 为 对 象 对 任意 一 对 自然 数 m,n, 一 个 态 射 
fim 一 n 是 指 实数 域 民 上 的 一 个 m x n MERE (特别 地 单位 态 射 14:n 一 n 是 nn 
阶 单位 对 角 甜 阵 ), 态 射 的 复合 即 甜 阵 的 乘积 . 这 样 形成 的 范畴 记 作 Mate. 

定义 1.1.13 EC 是 一 个 范畴 , 若 范畴 C' 满足 : 

(a) obC’ C obC. 

(b) C’(A, B) C C(A, B); A, B € obC. 

(c) C' 中 的 复合 与 C 中 的 复合 相同 . 

(d) C' 中 的 单位 态 射 与 C 中 的 相同 . 

则 称 C' 是 C 的 子 范畴 (subcategory). 进一步 , 如 果 对 子 范畴 C' 中 的 任意 两 个 对 
象 4, B, 都 有 C'(A, B) = C(A, B) 成 立 . 则 称 C' 是 C 的 满 子 范畴 (full subcategory). 

例 1.1.14 ”任意 范畴 都 有 两 个 平凡 的 子 范畴 , 即 空 范畴 和 自身 . 

例 1.1.15 集合 范畴 Set 是 关系 范畴 Rel 的 子 范畴 , 但 不 是 满 子 范畴 . 

例 1.1.16 Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Haus 是 拓扑 空间 范畴 Top 的 满 子 范畴 ; 
Abel 群 范畴 AbGp 是 群 范畴 Gp 的 满 子 范畴 ; 拓扑 群 范畴 TopGp 是 拓扑 空间 范畴 
Top 的 子 范畴 , 但 不 是 满 子 范 团 . 

设 C 和 了 是 两 个 范畴 , 我 们 可 以 定义 C 和 D 的 乘积 范畴 (product category) 
CxD 如 下 : 
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C x D 中 的 对 象 是 所 有 的 序 对 (A, B) 使 得 4 e obC, B E obD, C x 卫 的 一 个 
态 射 (f,9) : (A, B) 一 (A', BY) 是 一 个 序 对 (f, 9) 使 得 f: 4 一 A 是 C 中 的 态 射 而 
9: BOB ED 中 的 态 射 . 态 射 的 复合 按 逐 点 复合 , 则 不 难 验证 C xD 是 一 个 范畴 . 

如 果 范 畴 C 的 全 体 对 象 obC 是 一 个 集合 , 则 称 C 是 一 个 小 范畴 (small category). 
例 1.1.9 和 例 1.1.12 中 的 范畴 都 是 小 范畴 , 而 例 1.1.2~ 例 1.1.6 都 不 是 小 范畴 . 


练习 1.1 


1. 设 和 是 一 个 非 空 全 合 , RÈ X 上 的 一 个 自 反 的 ,传递 的 二 元 关系 ， 对 任意 
的 zy E 外 ,定义 
z —>y 4> (TY ER 
ARX 中 的 元 素 为 对 条 ,以 上 面 定义 的 箭头 为 态 射 构成 一 个 范 哇 . 
2. 证 明 以 所 有 的 偏 序 集 为 对 象 ,以 保 序 映射 为 态 射 构成 一 个 范畴 Poset. 
3. 如 果 一 个 完备 格 上 满足 对 任意 的 aE L fe {aj ic I} CL, 下面 的 分 配 律 


an\ai=\ anai 


ier ier 


成 立 , 则 称 工 是 一 个 frame. ¥ L 5 M X frame, k4 f:L— M 保持 有 限 交 和 任 
EH, 则 称 f 是 一 个 frame 映射 . 证 明 以 所 有 的 frame 为 对 象 , 以 frame 映射 为 态 
射 构成 一 个 范 叶 Frm. 

4. 一 个 链 复 形 是 一 个 由 及 Rie R 模 同 态 构成 的 序列 : 


<- My Ma Mn > + > Mo > Ma >- 
满足 di-1di = 0 对 任意 的 整数 iE Z 成 立 , 记 作 (Mi,di)iez. RMA (Mi, di)icz 到 
链 复 形 (MI,di)iez 的 一 个 链 复 形 映射 = (fier 是 指 一 列 RRRS fi: Mi 一 
Mi, iEZ 使 得 fi-idi = difi 对 任意 的 iEZ Ra, 即 下 面 的 图 表 交 摘 ， 


Mig Mai Oo Ming ee a He MA es 


上 hee bb 


> ML — > M pe Mig MM 


证 明 以 所 有 的 链 复 形 为 对 象 , UE TG wR A aS A NE. 


12 孙子 


在 范畴 论 中 , 我 们 不 仅 关注 对 象 , 而 且 更 关注 对 象 之 间 的 对 应 关系 . 这 一 节 我 
们 来 介绍 范畴 之 间 的 “映射 ” 即 函 子 . 
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定义 1.2.1 CM D 是 范畴 . 一 个 孙子 (functor)F : C 一 D 由 两 个 映射 组 
成 : 
obC 一 obD : A+ F(A), 


MorC — MorD: f + F(f). 


满足 dom(F(f)) = F(dom(f)),cod(F(f)) = F(cod(f)),F(la) = 1ra 并 且 若 
dom(g) = cod(f) 则 F(gf) = F(g)F(f). 

BY 1.2.2 ”任意 范畴 C 都 存在 一 个 到 自身 的 单位 函 子 le : C 一 C 使 得 在 对 象 
和 态 射 上 的 对 应 都 是 恒 同 的 . 

例 1.2.3 REVERE Gp( 拓 扑 空间 范畴 Top, 环 范畴 Rng, R 模范 畴 Modp 等 ) 存 
在 一 个 到 集合 范畴 Set 的 遗忘 函 子 G, 使 得 G 把 每 个 群 (拓扑 空间 , 环 , R 模 等 ) 对 
应 为 所 在 的 集合 , 而 把 每 个 群 同 态 (连续 映射 , 环 同 态 , R 模 同 态 ) 对 应 为 自己 . 

类 似 地 , 我 们 可 以 定义 从 环 范畴 到 群 范畴 的 遗忘 函 子 Rng 一 Gp, 从 拓扑 群 范畴 
到 拓扑 空间 范畴 的 遗忘 函 子 TopGp— Top. 

例 1.2.4 ”对 每 个 集合 X, 由 X 生成 的 自由 群 P(X) 具有 性 质 ， 对 任意 的 
群 G, 及 映射 f: X G, f 可 以 唯一 地 扩张 为 一 个 群 同 态 F(X) 一 G. 给 定 集 
合 X 到 集合 Y 的 一 个 映射 9 : X > Y, 我 们 定义 F(g) : F(X) 一 FY) 为 复合 
ig: X =Y > F(Y) 的 唯一 扩张 , 其 中 i:Y 一 FY) 是 包含 映射 . 这 样 我 们 就 定义 
了 一 个 从 集合 范畴 到 群 范畴 的 函 子 PF : Set 一 Gp, 称 为 自由 群 函 子 . 

例 1.2.5 WRAT: 定义 已 : Set 一 Set X P(A) = 24, 若 了 :4 一 B, 则 
P(f) : 24 一 23 为 P(f)(C) = f(C). 同样 可 以 定义 函 子 P* : Sete 一 Set 使 得 
P*(A) =24, P*(f)(C) = f71(C). 

一 般 地, 我 们 称 一 个 函 子 Co 一 D 为 C ED 的 反 变 函 子 (contravariant functor). 

BY 1.2.6 ”两 个 群 (看 作 范畴 ) 之 间 的 函 子 就 是 群 同 态 . 类 似 地 两 个 偏 序 集 (看 
作 范 畴 ) 之 间 的 函 子 就 是 保 序 映射 . 

例 1.2.7 设 G 是 一 个 群 , 看 作 只 有 一 个 对 象 的 范畴 , F : G Set 是 一 个 函 
子 . 则 函 子 等 于 给 定 了 一 个 集合 F(*) 以 及 对 每 个 ge G, 一 个 双 射 F(g) : F(*) 一 
F(*) 满足 F(gh) = F(g)F(h). HERF FF 相当 于 给 出 了 G 的 一 个 置换 表示 . 

例 1.2.8 ”每 个 点 拓扑 空间 (X,z) 对 应 为 基本 群 m(X,z) 确定 了 一 个 函 子 

: Top* 一 Gp. 

例 1.2.9 ” 设 范畴 C 是 范畴 C 的 子 范畴 , 则 有 一 个 从 C 到 C 的 包含 函 子 
C 一 C. 

H F:C 一 卫 是 一 个 函 子 . 如 果 对 C 中 的 任意 一 对 对 象 4,B 和 f,g € C(A, B) 
都 有 

F(f) = F(9) = f =9, 
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Ep F X C(A, B) 上 的 限制 
C(A, B) > D(F(A), F(B)) 


是 一 个 单 射 , 则 称 函 子 F 是 一 个 局 部 单 的 函 子 (faithful functor). 

如 果 对 任意 的 g € D(F(A), F(B)), 存在 f € C(A, B) 使 得 F(f) = 9, BD F TE 
C(A, B) 上 的 限制 

C(A, B) > D(F(A), F(B)) 

是 一 个 满 射 , 则 称 F 是 一 个 局 部 满 的 函 子 (full functor). 

例 1.2.10 ”遗忘 函 子 G : Gp 一 Set 是 局 部 单 的 但 不 是 局 部 满 的 . 

例 1.2.11 自由 群 函 子 是 一 个 局 部 单 同时 也 是 局 部 满 的 函 子 . 

例 1.2.12 BX ES To 拓扑 空间 , 我 们 可 以 在 X 上 定义 一 个 偏 序 关系 : 


<y {x} Cty}, 


这 里 {1} 表示 单 点 集 {1} 的 闭 包 , 记 偏 序 集 (X,<) X P(X). Hf: X SY ET 
拓扑 空间 之 间 的 连续 映射 , 则 不 难 验证 f : P(X) 一 POY) 是 一 个 保 序 映射 . 这 样 我 
们 就 定义 了 一 个 从 To 拓扑 空间 范畴 Topo( 即 拓扑 空间 范畴 Top 中 以 To 拓扑 空间 
为 对 象 的 满 子 范畴 ) 到 偏 序 集 范 畴 Poset 的 一 个 局 部 单 函 子 已 : Top + Poset. 

例 1.2.13 ”任意 一 个 包含 函 子 都 是 局 部 单 的 ， 而 一 个 包含 函 子 是 局 部 满 的 当 
且 仅 当 对 应 的 子 范畴 是 一 个 满 子 范畴 . 

命题 1.2.14 Ü F:A->B,G:B >C 是 函 子 ,定义 GF :A 一 C 使 得 对 A 
中 的 任意 一 个 对 象 4， 

Ar G(F(A)), 
对 4 中 的 任意 一 个 态 射 了 : 4 一 B, 
(f : A > B) > (G(F(f)) : G(F(A)) > G(F(B))), 


则 GF 是 一 个 函 子 . 

由 命题 1.2.14, 我 们 知道 函 子 也 可 以 进行 复合 运算 , 因此 我 们 自然 地 想 是 否 可 
以 定义 以 所 有 范畴 为 对 象 , 函 子 为 态 射 的 范畴 . 但 遗憾 的 是 一 般 地 两 个 范畴 之 间 的 
函 子 的 全 体 未 必 是 一 个 集合 . 但 是 当 我 们 把 目光 限制 在 所 有 的 小 范畴 上 时 , 我 们 的 
确 可 以 得 到 一 个 以 所 有 小 范畴 为 对 象 以 小 范畴 之 间 的 函 子 为 态 射 的 范畴 Cat. 

定义 1.2.15 设 政 :C 一 DD 是 一 个 函 子 . 如 果 存在 函 子 G : D 一 C 使 得 
GF = lc,FG = 1p, 则 称 F 是 范畴 C 到 范畴 D 的 一 个 同 构 (isomorphism). 如 果 存 
在 范畴 C 到 D 的 同 构 F :C 一 D, 则 称 范畴 C 与 D 是 同 构 的 . 

显然 同 构 形 成 了 范畴 之 间 的 一 个 等 价 关系 .如 果 范畴 C 与 范畴 D 是 同 构 的 ， 
FC 一 卫 是 一 个 同 构 , 则 下 关于 对 象 的 映射 和 关于 态 射 的 映射 都 存在 逆 映 射 ,因此 
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这 两 个 映射 都 是 一 一 到 上 的 . 反之 如 果 FC 一 DD 是 一 个 局 部 单 且 局 部 满 的 函 子 同 
时 下 在 对 象 上 是 一 一 对 应 的 , 则 容易 定义 函 子 G:D 一 C 使 得 GF = 1c, FG = 1p. 
因此 我 们 可 以 得 出 函 子 F :C 一 D 是 一 个 同 构 当 且 仅 当 FF 是 一 个 局 部 单 且 局 部 满 
的 函 子 同时 F 在 对 象 上 是 一 一 对 应 的 , 这 说 明 相 互 同 构 的 范畴 具有 完全 相同 的 结 
构 . 

例 1.2.16 设 (X,<) A (Y, <) 是 两 个 偏 序 集 . 则 (X, <) 和 (Y, <) 作为 范畴 
同 构 当 且 仅 当 它们 是 序 同 构 的 . 类 似 地 , 两 个 半 群 G 和 Q 看 作 范畴 是 同 构 的 当 且 仅 
当 它 们 是 半 群 同 构 的 . 

例 1.2.17 集合 范畴 Set 在 单 点 集 {*} 下 的 余 切 片 范畴 {*}/Set 同 构 于 点 集 
范畴 ( 即 对 象 为 序 对 (X,z) 其 中 X 是 集合 , re X, 态 射 为 保 点 映射 ). 

若 函 子 已 : C 一 D 在 态 射 上 的 限制 MorC 一 MorD 是 一 个 单 射 , 则 称 F 是 一 
MRK. 

容易 验证 F EPRA ANA F 是 局 部 单 函 子 并 且 F 在 对 象 上 的 对 应 是 
一 个 单 射 

Pj 1.2.18 定义 函 子 D : Set 一 Top, 


(f:X +Y) + (f : D(X) > D(Y)), 


这 里 D(X) 表示 X 赋予 离散 拓扑 的 拓扑 空间 . 则 D 是 一 个 局 部 满 的 嵌入 . 
我 们 称 一 个 从 两 个 范畴 的 乘积 范畴 到 另 一 个 范畴 的 函 子 为 双 函 子 (bifunctor). 
双 函 子 在 范畴 论 中 广泛 存在 , 例如 由 乘积 范畴 我 们 可 以 自然 地 产生 两 个 双 函 子 ， 


Pe :C x D >C, (A, B) = A, (f,9) > f, 
Pp :C x D > D, (A, B) + B, (f, 9) => g. 


我 们 称 之 为 射影 函 子 . 射影 函 子 具有 下 面 的 “万 有 性 质 ”: 
对 任意 的 范畴 及 函 子 R:E > CHIT: € 一 了 DD, 存 在 唯一 的 函 子 F:E 一 CxD 
使 得 PeF = R, PpF =T, 即 下 面 的 图 表 交 换 : 


练习 1.2 


1. 设 G 是 一 个 Abel 群 ,看 作 一 个 范畴 . 证 明 加 法 运算 十 : G x G 一 G 是 一 个 
wA. 
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2. 设 世 是 整数 加 法 群 . 对 任意 的 群 G, 记 (Z,G) 为 整数 加 法 群 Z 到 群 G 的 群 
同 态 构成 的 全 合 . Bh: G 一 G' 是 一 个 群 同 术 , 记 


(Z, f) : (Z,G) > (Z,G'), po hp, 


证 明 (Z,—) : Gp 一 Set -AE F. 

3. i X A—PeAp E i, 记 了 (X) AX 的 开 集 格 . 若 了 :了 一 X 是 一 个 连续 
映射 , 记 T(1) (X) > TY), PFU) =U). 证 明 任意 P(X) 在 包含 序 关系 
下 是 一 个 frame, 从 而 卫 : Top 一 Frm? 定义 了 一 个 从 拓扑 空间 范畴 Top 到 frame 
EA Frm 的 反 变 函 子 . 

4. 设 下 :4 一 已 是 一 个 画 子 . AAAF G: AC, H:C 5 BR: 

(1) F = HG. 

(2) G 是 局 部 满 的 而 百 AEA. 

5. 如 果 范 畴 C 满足 对 任意 两 个 对 象 4, BE obC, C(A, B) £0, RARE C 是 连 
通 的 . 记 了 为 只 有 一 个 对 象 和 一 个 态 射 的 范畴 ,证明 C 是 一 个 连通 范畴 当 且 仅 当 C 
到 了 的 唯一 函 子 C 一 工 是 局 部 满 的 . 

6. 证 明 从 拓扑 空间 范畴 Top 到 集合 范畴 Set 的 遗忘 函 子 F : Top Set 是 局 
部 单 的 但 不 是 一 个 嵌入 . 

7. 证 明 任意 一 个 函 子 保持 对 象 的 同 构 , 即 把 同 构 的 对 象 对 应 为 同 构 的 对 象 . 


1.3 自然 变换 


上 一 节 中 我 们 介绍 的 函 子 是 用 来 研究 范畴 之 间 的 对 应 关系 , 这 一 节 我 们 来 讨论 
函 子 之 间 的 对 应 关系 , 我 们 称 之 为 自然 变换 . 

定义 1.3.1 WC 与 刀 是 范畴 ,已 :C 一 D 与 G:C 一 DD 是 两 个 函 子 .一 个 自 
然 变 换 (natural transformation)a : F 一 G 是 一 个 映射 obC 一 MorD: 


Aw (aa : F(A) => G(A)), A € obC, 
使 得 对 C 中 的 任意 态 射 f : 4 一 B, G(f)a4 = aBF(f) 成 立 , 即 下 面 的 图 表 交 换 ， 
F(A) = G(A) 
F(f) G(f) 
F(B) > G(B) 


如 果 自 然 变 换 a : 已 一 G 满足 对 任意 的 A € obC,aa : F(A) 一 G(A) 是 一 个 同 
构 , 则 称 a 是 一 个 自然 同 构 (natural isomorphism). 
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命题 1.3.2 REG H:C+DAT:D3C ERF, a:F+G,B:G>H 
是 自然 变换 , 则 : 

(1) Ba: F > H : Av (F(A) 2% H(A) 是 一 个 自然 变换 . 

(2) aT : FT + GT: B+ (FT(B) “<3 GT(B)) 是 一 个 自然 变换 . 

(3) Ta: TF + TG: Avs (TF(A) 24) TG(A) 是 一 个 自然 变换 . 

证 明 ”我 们 只 证 (1), (2) 和 (3) 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

(1) 对 C 中 的 任意 态 射 1 : 4 一 B. 由 于 a 和 6 都 是 自然 变换 , 故 下 面 图 表 中 
左右 两 边 的 方形 均 交 换 , 因此 外 面 的 大 方形 仍然 交换 . 


F(A) 4> G(A) “4 H(A) 
rw a) H) 
F(B) 2> G(B) => H(B) 
口 
由 命题 1.3.2, 自然 变换 之 间 可 以 进行 复合 运算 并 且 每 个 函 子 F 到 自身 都 存在 
一 个 单位 自然 变换 1 : F 一 下 使 得 任意 对 象 对 应 的 态 射 都 是 一 个 单位 态 射 . 因此 
如 果 C 和 了 都 是 小 范畴 , 则 以 范畴 C 到 范畴 D 的 所 有 函 子 为 对 象 , 以 自然 变换 为 
态 射 可 以 形成 一 个 范畴 C, D), 称 为 函 子 范畴 . 
例 1.3.3 BP: Set 一 Set 是 例 1.2.5 中 定义 的 者 集 函 子 . 对 任意 集合 A, 定 
X Ba: A > P(A) Har {2}. Æ f: A> B, RTH POHE} = {f(z)}, 即 下 面 
的 图 表 交 换 : 


因此 8 是 一 个 自然 变换 lse 一 P. 

例 1.3.4 设 下 :Set 一 Gp 是 例 1.2.4 中 定义 的 自由 群 函 子 , G : Gp Set 是 
WEKT. 对 任意 的 集合 X, 令 yx: X > GF(X) 是 包含 映射 . 则 对 任意 的 集合 映 
HL:X oY, PHM: 

X— GF(X) 
f GF(f) 


Y—+GF(Y) 


因此 7: Ise 一 GF 是 一 个 自然 变换 . 
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回忆 两 个 范畴 同 构 的 概念 是 指 两 个 范畴 具有 完全 相同 的 结构 , 但 是 在 实际 应 用 
中 我 们 并 不 需要 如 此 强 的 条 件 . 下面 我 们 利用 自然 变换 的 概念 给 出 范畴 之 间 一 种 
较 弱 的 相同 性 , 称 为 等 价 . 而 等 价 的 范畴 正 是 我 们 在 具体 范畴 中 经 常 遇 到 并 且 具 有 
几乎 相同 性 质 的 范畴 类 . 

EXN 1.3.5 设 下 :C 一 卫 是 一 个 函 子 . 如 果 存在 函 子 G :了 一 C 及 自然 同 构 
a: lc > GF fll 8: lp > FG, WIRT 已 是 一 个 等 价 (equivalence). 

如 果 存 在 等 价 函 子 FP: C 一 D, 则 称 范畴 C 与 D 是 等 价 的 范畴 (equivalent 
categories). 

如 果 范 畴 C 与 范畴 D 等 价 , 则 称 C 与 D 是 对 偶 等 价 的 范畴 (dual equivalent 
categories). 

由 于 函 子 保持 对 象 的 同 构 , 结合 命题 1.3.2, 容易 验证 范畴 的 等 价 构 成 了 范畴 之 
间 的 一 个 等 价 关系 . 

例 1.3.6 ”对 任 一 给 定 的 集合 B, B 上 的 切片 范畴 Set/B 等 价 于 B 指标 集 
族 范畴 Set3. 这 里 范畴 Set 是 指 将 集合 B 看 作 一 个 离散 范畴 而 得 到 的 函 子 范畴 
[B, Set], 其 对 象 可 以 看 作 所 有 以 B 为 指标 集 的 集 族 {X | be B}, MEN f: {X | 
be B} > {Yh | b © B} Set — TRAN {fo : Xo > Yo |b € B}. 我 们 可 以 定义 等 价 
KF F : Set/B 一 Set3, 使 得 


(f : A> B) = {f7 (b) |b € B}. 


Ë h: (A, f) > (C,g), W F(h) : F(A, f) > F(C, 9) 为 映射 族 {h] pr) : f7) 一 
g'0) | b € B}， 而 其 等 价 逆 函 子 G : Set? 一 Set/B 定义 为 将 任意 一 个 集 族 
{Xp |b € B} 对 应 为 该 集 族 的 不 交 并 I Xe 到 集合 B 的 射影 f : IX 一 B. 
例 1.3.7 集合 范畴 Set 在 单 点 集 {+} 下 的 余 切 片 范畴 {*}/Set( 亦 可 以 看 成 所 
谓 的 点 集 范畴 ) 等 价 于 关系 范畴 Rel 的 一 个 子 范畴 Part. 其 中 Part 是 以 所 有 集合 
为 对 象 以 偏 映 射 为 态 射 的 范畴 , 这 里 一 个 偏 映射 f : 4 一 B 是 一 个 关系 使 得 4 中 的 
每 个 元 素 最 多 对 应 B 中 的 一 个 元 素 . 事实 上 我 们 可 以 定义 等 价 函 子 , 已 : {*}/Set > 
Part 使 得 
(A,a) = A\ fa}, 
并 且 若 f : (4,a) > (B, b), 则 对 任意 的 os A\ {a}, 
F(f)(a’) = f(a’), 
等 价 逆 函 子 G : Part 一 {+}/Set 使 得 
Aw At = AU{A}. 


如 果 两 个 范畴 是 同 构 的 , 则 这 两 个 范畴 等 价 , 但 反之 不 成 立 . 
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例 1.3.8 ”一 个 有 两 个 对 象 的 范畴 - 三. 与 单 点 范畴 ( 只 有 一 个 对 象 和 一 个 态 
射 ) 的 范畴 是 等 价 的 但 不 是 同 构 的 . 

例 1.3.9 ”范畴 Matr 等 价 于 有 限 维 向 量 空间 和 线性 变换 构成 的 范畴 , 但 二 者 
不 同 构 . 事实 上 范畴 Mate 中 的 任意 两 个 对 象 都 不 同 构 , 而 向 量 空间 则 不 同 , 因此 二 
者 不 可 能 同 构 , 而 等 价 函 子 容易 给 出 . 

命题 1.3.10 ”范畴 C 和 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 局 部 单 且 局 部 满 的 函 
子 已 :C 一 卫 使 得 任意 的 B E obD, 存在 4 € obC, 使 得 F(A) 与 BAH. 

证 明 “=>” 若 函 子 政 :C 一 DD 和 G:D 一 C 以 及 自然 同 构 a:1c 一 GF 和 
B:1p 一 FG, 则 由 a 是 自然 同 构 可 知 F 是 局 部 单 且 局 部 满 的 . 另外 由 6 是 自然 同 
构 可 知 任意 的 B € obD, 存在 A € obC, F(A) 与 B 同 构 . 

“eG F 是 一 个 满足 命题 条 件 的 函 子 , EX G : D — C : (g: B >C) 
(G(g) : G(B) 一 G(C)) 使 得 aa : B > F(G(B)) 和 ac : C 一 F(G(C)) 是 同 构 ， 
F(G(9g)) = acgag', 这 里 a5! 表示 aa HM. 则 G 是 一 个 函 子 并 且 a: 1p 一 FG 
是 一 个 自然 同 构 . 另 一 方面 对 C 中 任意 对 象 A, 由 于 arya : F(A) 一 F(G(F(A))) 
是 同 构 , 故 由 F 是 局 部 单 和 局 部 满 的 可 得 存在 唯一 的 同 构 64 : A 一 G(F(4)) 使 得 
F(Ba) = arqa). 这 样 我 们 就 可 以 得 到 自然 同 构 B: lc 一 GF. 口 

BEC 是 一 个 范畴 . 如 果 C 中 的 任 一 同 构 态 射 f 都 满足 dom(f)=cod(f), 则 称 C 
是 一 个 骨架 (skeleton). 给 定 一 个 范畴 D, 如 果 的 满 子 范畴 C 是 一 个 骨架 并 且 D 
中 的 任意 对 象 都 存在 C 中 的 一 个 对 象 与 其 同 构 , 则 称 C 是 D 的 一 个 骨架 . 

假设 选择 公理 , 我 们 可 以 证 明 下 面 命题 成 立 . 

命题 1.3.11 (1) 任意 一 个 范畴 都 有 一 个 骨架 . 

(2) 一 个 范畴 的 任意 两 个 骨架 是 同 构 的 . 

(3) 两 个 范畴 是 等 价 的 当 且 仅 当 它们 有 同 构 的 骨架 . 

证 明 (1) 设 C 是 一 个 范畴 , 在 C 的 每 个 对 象 的 同 构 类 中 选取 一 个 对 象 构 成 C 
的 一 个 满 子 范畴 C', 显然 C' 是 C 的 骨架 . 

(2) 车 C 与 C' 都 是 D 的 骨架 , 则 C 中 任意 对 象 4 都 存在 C' 中 的 一 个 对 象 F(4) 
与 4 同 构 , 并 且 由 骨架 的 定义 , 这 样 的 F(A) 是 唯一 的 . 这 样 我 们 确定 了 一 个 函 子 
卫 :C 一 C'. 同 理 我 们 可 以 确定 一 个 函 子 G : C' 一 C, 使 得 任意 的 A' e obC', A 与 
G(4') 同 构 , 并 且 GF = lc，FG = le. 

(3) 首先 注意 到 任意 范畴 的 骨架 到 该 范畴 的 包含 函 子 满足 例 1.3.9 中 的 条 件 , 因 
此 每 个 范畴 的 骨架 与 原 范畴 是 等 价 的 , 因此 如 果 两 个 范畴 的 骨架 同 构 , 则 这 两 个 范 
BEET. 反之 , 如 果 两 个 范畴 是 等 价 的 , 类 似 于 (2) 的 证 明 可 以 证 明 它们 的 骨架 是 同 
构 的 , 细节 读者 可 自行 补充 . 
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练习 1.3 


1. 证 明 命题 1.3.2. 
2. 利用 命题 1.3.2, EAH FMA TES MH NEHA. 
3. 证 明 对 任意 一 个 给 定 的 群 G， 


G x — : Gp > Gp, (f :H >M) (Ilex f:Gx H+Gx M) 
RXI-DHT. FhA:G>RA-THPA, 则 对 任意 的 群 百 由 
ay =hħhxlyu:GxH>RxH 


RX I-PARERA:GK-4Rx-. 

4. KR CA-VIEM, 考虑 校 下 面 方式 生成 的 范 哮 CH: 

其 对 象 是 C PHAM, 若 :A 一 B,g:C 一 DD 是 C 中 的 两 个 态 射 , 则 了 到 g 
的 一 个 态 射 是 指 C 中 的 两 个 态 射 a: ASC, 8: Bo D RF BS = ga, 即 下 面 的 
方形 交换 ， 


如 果 记 2 Ado FARAH EE 


AAPEA [2,C] 同 构 于 范畴 CH. 
5. Wh SRF U : Gp Set 自然 同 构 于 函 子 (Z, —) : Gp Set. 
6. REG DD 满足 下 面 性 质 : 
(1) D 中 的 对 象 都 是 小 范畴 . 
(2) # 4,BeobD, 则 |D(4,B)| < 1. 
(3) 如 果 |D(A, B)| = |D(B, A)| = 1, A] A = B. 
证 明 范畴 D 等 价 于 偏 序 集 范 畴 Poset. 
7. & PG H:ASBAHF,0:F -G, PB:G 一 HH 是 自然 同 构 . 证 明 : 
(1) a7! :G >F, (@)4 二 a4-!1:G(A4) > F(A) 是 一 个 自然 同 构 . 
(2) Ba :FF 一 HH 是 一 个 自然 同 构 . 
8. 证 明 两 个 范畴 等 价 当 且 仅 当 它们 具有 同 构 的 骨架 . 
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范畴 论 的 最 初 目的 就 是 将 许多 不 同 数学 领域 但 具有 相似 特征 的 具体 数学 对 象 
和 映射 抽象 为 统一 的 概念 , 而 这 种 抽象 是 通过 态 射 来 实现 的 . 例如 一 个 集合 了 是 一 
个 单 点 集 , 从 范畴 论 的 角度 我 们 可 以 等 价 地 表示 为 任意 一 个 集合 到 集合 T 恰好 存 
在 一 个 映射 . 因此 态 射 在 范畴 论 中 扮演 着 主要 的 角色 . 事实 上 如 果 我 们 将 每 个 对 象 
看 作 一 个 单位 态 射 , 这 时 我 们 可 以 完全 不 谈 对 象 , 只 用 态 射 来 论述 , 这 也 是 范畴 论 有 
时 被 称 为 “箭头 语言 ”的 原因 . 反 过 来 范畴 论 中 的 许多 概念 都 可 以 在 一 些 具体 范畴 
中 找到 原型 , 如 集合 范畴 . 

BC 是 一 个 范畴 , f : 4 一 B 是 C 中 的 一 个 态 射 . 如 果 对 C 中 的 任意 一 对 平行 
DM gh: C 一 4 使 得 fg = fh, WE 9 = NM( 这 时 称 EETA), 我 们 称 f 是 一 
个 单 态 射 (monomorphism). 

对 偶 地 我 们 定义 f JAMBA (epimorphism) 当 且 仅 当 任意 一 对 平行 态 射 g,h : 
B 一 C 使 得 gf =hf, WE g =h (这 时 称 f 是 右 可 约 的 ). 

如 果 f 既是 单 态 射 又 是 满 态 射 , 则 称 f 是 一 个 双 态 射 (bimorphism). 

例 1.4.1 集合 范畴 Set H, 一 个 态 射 是 单 态 射 当 且 仅 当 它 是 一 个 单 射 , 是 满 
态 射 当 且 仅 当 它 是 一 个 满 射 . 类 似 地 在 拓扑 空间 范畴 Top 中 , 单 态 射 是 连续 单 映射 
而 满 态 射 是 连续 满 映 射 . 

例 1.4.2” 群 范畴 Gp 和 RR 模 范畴 Modr H, 单 态 射 是 单 同 态 而 满 态 射 是 满 同 
态 . 

BY 1.4.3 IRERE Rng 中 , 单 态 射 是 单 同 态 但 满 态 射 不 一 定 是 满 同 态 (如 整数 
I Z 到 有 理 数 环 @ 的 包含 是 一 个 满 态 射 但 不 是 满 同 态 ). 

命题 1.4.4 Sf 和 9 是 范畴 C 中 的 态 射 , 满足 dom(g)=cod(f), 则 下 列 命题 
成 立 : 

(1) 如 果 gf 单 态 射 , 则 f 是 单 态 射 . 

(2) 如 果 f 与 9 都 是 单 态 射 , 则 gf 是 单 态 射 - 

(3) 如 果 gf 是 满 态 射 , 则 9 是 满 态 射 . 

(4) 如 果 f 与 9 都 是 满 态 射 , 则 gf 是 满 态 射 . 

证 明 (1) 设 1:4 一 B,g:B 一 C,7,s:D 一 4 是 一 对 平行 态 射 , 则 
fr=fs= (gf)r = (gf)s >r =s. 

(2) AUS f: A — B, g: B+ CO, r,s: D — A, W (gf)r = (gf)s > g(fr) = 
o(fs) > fr= fs>r=s. 

类 似 可 证 (3) 和 (4) 成 立 (或 由 对 偶 原 理 可 得 ). 口 

命题 1.4.5 设 f:4 一 B 是 一 个 态 射 : 
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(1) 如 果 f 存在 一 个 左 逆 , 即 存在 h : B 一 4 使 得 hf = 14, 则 f 是 一 个 单 

(2) WR f 存在 一 个 右 逆 , 即 存在 g: B 一 4 使 得 fg = 1s, 则 f 是 一 个 满 态 射 

证 明 ”由 对 偶 原理 , 只 需 验证 (1) 成 立即 可 . 

EFE h: B 一 4 使 得 hf = 14, 则 对 C 中 的 任意 一 对 平行 态 射 7,s:C A 
使 得 fr 一 fs, 我 人 有 r=14r==(hf)r=h(fr)=h(fs)=(hf)s=14s=s. O 

命题 1.4.6 ” 设 f:4 一 B 是 一 个 态 射 , 则 下 列 命 题 等 价 : 

(1) f 是 一 个 同 构 . 

(2) f 是 一 个 单 态 射 并 且 f 存在 一 个 右 道 . 

(3) f 是 一 个 满 态 射 并 且 f 存在 一 个 左 道 . 

证 明 (1) > (2) hg: BoA f HH, W fr = fs > (gf)r= (gf)s >r = s. 

(2) > (1) Rg: BAZ f HAM, W fF) = (fo) f =f =fla>of=las 
故 9 是 yj 的 道 . 

由 于 同 构 是 一 个 自 对 偶 性 质 , 故 由 对 偶 原理 可 得 (1) 与 (3) 等 价 . 口 

推论 1.4.7 设 f 是 范畴 C 中 的 一 个 态 射 . 若 f 是 一 个 同 构 , 则 f 是 一 个 双 态 
射 . 

注意 推论 1.4.7 的 道 命题 不 成 立 . 如 在 环 范畴 Rng 中 , 整数 环 到 有 理 数 环 的 包 

含 是 一 个 双 态 射 但 不 是 同 构 . 

如 果 范畴 C 中 的 每 个 双 态 射 都 是 一 个 同 构 , 则 称 C 是 平稳 范畴 (balanced cate- 
gory). 例如 , 集合 范畴 Set、 群 范畴 Gp 和 R 模范 畴 Modr 都 是 平稳 范畴 , 而 环 范畴 
Rng 和 拓扑 空间 范畴 Top 都 不 是 平稳 范畴 . 
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1. 证 明 R RIE Mody $ FEE. 

2. EAER Z 到 有 理 数 环 Q 的 包含 是 一 个 满 坊 射 , 从 而 得 出 环 范畴 Rng 不 
APREA. 

3. PREC 中 的 单 态 射 m : 4 一 BB 满足 条 件 : 


m=(A*+C 4 B} P eR RAH) 一 。 是 一 个 同 构 ， 


则 称 mm 是 一 个 严格 单 态 射 (extremal monomorphism). 证 明 : 
(1) HSH m: A> BRAKE, 则 mm 是 一 个 严格 单 态 射 . 
(2) f:C 一 DD 是 一 个 同 构 当 且 仅 当 f 是 一 个 满 坊 射 并 且 是 一 个 严格 单 态 射 
(3) BHC 是 平稳 的 当 且 仅 当 任意 一 个 单 态 射 都 是 严格 单 态 射 . 
4. 证 明 两 个 严格 单 态 射 的 复合 不 必 是 严格 单 态 射 . 


15 “ 子 对 象 与 商 对 象 “15. 


5. 著 焉 :C 一 D 是 一 个 局 部 单 函 子 , m :A 一 BB 是 C 中 的 一 个 坊 射 . 证 明 如 果 
F(m) : F(A) > F(B) 是 范畴 DD 中 的 单 态 射 , 则 mm 是 一 个 单 态 射 . 

6. 如果 范畴 C 中 的 一 个 态 射 了 : 4 一 4 满足 ff =f, Ut Sf BSH 
射 (idempotent morphism). 如 果 f HA f= (A -9B A) 并 且 gh=15, MARS 
是 分 裂 的 态 射 (split morphism). 证 明 在 拓扑 空间 范畴 Top 和 Abel 群 范畴 AbGp 中 
RF th BAAR 5 B04. 


1.5 “ 子 对 象 与 商 对 象 


在 许多 具体 的 范畴 中 我 们 经 常 需 要 讨论 某 个 对 象 的 “ 子 对 象 *， 我们 可 以 将 这 
一 概念 抽象 为 范畴 概念 ， 但 是 在 范畴 论 中 我 们 与 其 说 是 讨论 对 象 之 间 的 “包含 关 
R” 不 如 说 来 讨论 “包含 态 射 ” 的 性 质 . 值得 注意 的 是 由 于 不 同 的 具体 范畴 中 对 “ 包 
REA” HEREKE, 所 以 我 们 不 能 给 出 一 个 统一 的 条 件 来 刻画 所 有 的 “包含 态 射 ”. 

定义 1.5.1 设 M 是 范畴 C 中 的 一 族 单 态 射 , 4, Be obC. 如 果 存 在 M 中 的 
DEN f: 4 一 B, 则 称 (A, ] 为 对 象 B 的 M 子 对 象 (M-subobject). # M 是 C 
中 的 全 体 单 态 射 , 则 我 们 简称 (A, f) 是 B 的 子 对 象 (subobject). 

例 1.5.2 ”在 集合 范畴 Set H, 子 对 象 恰好 对 应 于 子 集合 . 类 似 地 , 在 群 范畴 
Gp, Abel 群 范畴 AbGp、 环 范畴 Rng, R 模范 畴 Moda 和 紧 Hausdorff 拓扑 空间 范 
Bë HComp 中 , 子 对 象 分 别 对 应 于 子 群 、 子 Abel 群 、 子 环 、 子 R 模 和 紧 Hausdorff 
拓扑 子 空间 . 

例 1.5.3 ”在 拓扑 空间 范畴 Top、 关 系 范畴 Rel 和 偏 序 集 范畴 Poset 中 , 子 对 
象 并 非 对 应 于 子 空间 、 子 关系 和 子 偏 序 集 . 

H B E obC, WE B 的 全 体 子 对 象 族 为 Sub(B). 我 们 可 以 在 Sub(B) 上 定义 一 个 
二 元 关系 如 下 : 

(1) (4,f) < (A.f) 当 且 仅 当 存在 态 射 (实际 上 是 唯一 的 )g : 4 A’ 满足 
f = f'g, 即 下 面 图 表 交 换 

AtA 
Ni 


B 


(2) 如 果 存 在 同 构 h : 4 一 A 使 得 f = f'h, 则 称 (4, f) 与 (4, 了 ') 是 同 构 的 . 

引 理 1.5.4 # B FXR (A, f) 5 (AY, f’) WE (A, f) < (4, f’), (A, f’) < 
(A, f), W (A, f) 5 (4', f°) 同 构 . 

证 明 ”由 题 设 存在 态 射 9: 4 一 4 A h: A AW f = f'g, f = fh. 则 
f(hg) = (fh)g = f'g = f = fla > hg = 14, AETI gh =1y. a 
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因此 如 果 我 们 不 计 同 构 ( 即 同 构 的 子 对 象 看 成 是 相同 的 ), 则 子 对 象 之 间 的 < 
关系 形成 了 一 个 偏 序 关系 . 

ENM 1.5.5 EC 是 一 个 范畴 , 如 果 对 任意 的 4 e obC, A 的 子 对 象 族 Sub(4) 
在 同 构 意 义 下 是 一 个 偏 序 集 , 则 称 C 是 良 圭 范畴 (wellpowered category). 

例 1.5.6 ”集合 范畴 Set, 拓扑 空间 范畴 Top、 群 范畴 Gp 都 是 良 宕 范畴. 

例 1.5.7 设 C 是 一 个 具有 偏 序 关 系 的 真 类 并 且 有 一 个 最 大 元 (如 取 所 有 的 序 
数 类 另外 再 添加 一 个 最 大 元 ) 看 作 一 个 范畴 , 则 范畴 C 中 的 每 个 对 象 都 是 最 大 元 的 
子 对 象 , 因此 C AE BAERS. 

定义 15.8 设 卫 是 范畴 C 中 的 一 个 对 象 , 如 果 C 中 的 任意 对 象 4 都 恰好 存 
在 一 个 态 射 4 > T, 则 称 了 是 C 中 的 一 个 终 对 象 (terminal object). 对 偶 地 , 若 C 中 
的 对 象 S 满足 对 任意 对 象 4 都 恰好 有 一 个 态 射 S 一 4, 则 称 3 是 C 中 的 一 个 初始 
对 象 (initial object). 

终 对 象 和 初始 对 象 在 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 . 

命题 1.5.9 FT A PEREC 中 的 两 个 终 对象 (初始 对 象 ) WT P 
同 构 . 
证 明 ”由 定义 可 知 存在 态 射 f:T 一 Pg: POT. 由 唯一 性 可 知 gf = 
lr, fg= 1P. 口 

例 1.5.10 ”在 集合 范畴 Set 中 , 任意 单 点 集 是 终 对 象 而 空 集 是 初始 对 象 . 

例 1.5.11 在 拓扑 空间 范畴 Top 中 , 终 对 象 是 单 点 空间 而 初始 对 象 是 空 集 . 

例 1.5.12 ”在 偏 序 集中 , 终 对 象 是 最 大 元 而 初始 对 象 是 最 小 元 . 

命题 1.5.13 iT 是 范畴 C 中 的 终 对 象 ， 4 cob. EFEC 中 的 态 射 
£:T— A, 则 了 是 一 个 单 态 射 , 因此 (T, f) 是 4 的 子 对 象 . 

证 明 ”由 定义 显然 . 口 

在 数学 研究 中 我 们 不 仅 要 讨论 子 对 象 而 且 经 常 需要 讨论 所 谓 的 商 对 象 , 如 商 
群 、 商 空间 等 . 这 些 对 象 的 共同 特征 就 是 存在 一 个 到 商 对 和 象 的 满 映射 对 偶 于 子 对 
BR, 我 们 可 以 定义 所 谓 的 商 对 象 . 

EN 1.5.14 Ü E Eiu C 中 的 一 族 满 态 射 , 4, B E obC. 如 果 存 在 已 中 的 
D f: B 一 A, 则 称 (f, A) WM BMH LBMR(E-quotient object) . # E Æ C 
中 的 全 体 满 态 射 , 则 我 们 简称 (f, A) 是 B 的 商 对 象 (quotient object). 

例 1.5.15 在 集合 范畴 Set H, 商 对 象 对 应 于 商 集 . 设 集合 B 是 集合 4 一 个 
商 集 , 即 存在 满 映 射 F: 4 一 B. 我 们 可 以 定义 A 上 的 一 个 等 价 关系 Ep = {(z,y) € 
AXxA| f(x) = f(y)}. 容易 验证 这 样 的 对 应 形成 了 A 的 商 对 象 与 4 上 的 等 价 关系 
之 间 的 一 一 对 应 . 

例 1.5.16 在 紧 Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Hcomp 中 , 商 对 象 对 应 于 商 空间 . 类 
似 于 例 1.5.15 可 以 证 明 一 个 紧 Hausdorf 拓扑 空间 X 的 商 对 象 与 X 上 的 等 价 关系 


15 FURSRMR -17- 


是 一 一 对 应 的 . 

例 1.5.17 ”在 拓扑 空间 范畴 Top H, 商 对 象 未 必 对 应 于 商 空间 (事实 上 任意 
一 个 非 平 庸 拓扑 空间 到 该 空间 的 底 集 赋予 平庸 拓扑 形成 的 拓扑 空间 上 的 恒 同 映射 
是 连续 的 满 映 射 但 不 是 一 个 商 映射 ) 类 似 地 在 群 范畴 Gp, Abel 群 范畴 AbGp 和 
环 范畴 Rng 中 商 对 象 不 一 定 是 商 群 、 商 Abel 群 和 商 环 . 

对 偶 于 子 对 象 的 情形 , 我 们 可 以 在 4 的 商 对 象 族 Quot(4) 上 定义 一 个 二 元 关 
系 如 下 : 

(1) (e,B) > (e, B') 当 且 仅 当 存在 态 射 (实际 上 是 唯一 的 )f : B 一 B' 满足 
e = fe, 即 下 面 图 表 交 换 

A 


Y: 
B' 

(2) 如 果 存 在 同 构 h: B 一 B' 使 得 e = he, 则 称 (e, B) 5 (e', B') 是 同 构 的 . 

类 似 于 子 对 象 的 情形 , 我 们 可 以 证 明 上 面 的 二 元 关系 在 同 构 的 意义 下 是 一 个 偏 
FRR. 对 偶 于 子 对 象 , 设 C 是 一 个 范畴 , 如 果 对 任意 的 A e obC, A 的 商 对 象 族 
Quot(A) 在 同 构 意义 下 构成 一 个 偏 序 集 , 则 称 C 是 一 个 余 良 雷 范 畴 (co-wellpowered 
category). 

例 1.5.18 ”集合 范畴 Set, Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Haus, 群 范畴 Gp 和 环 范 
BG Rng AIER BRETEN. 

BY 1.5.19 Urysohn 拓扑 空间 范畴 不 是 余 良 吞 范畴 (拓扑 空间 X 称 为 Urysohn 
空间 是 指 对 X 中 任意 不 同 的 两 点 ry, 存在 连续 映射 f: X 一 [0,1] 使 得 f(z) = 
0, f(y) = 1). 

命题 1.5.20 i 了 是 范畴 C 中 的 初始 对 象 , 4 e obC. 若 存在 C 中 的 态 射 
f :4 一 了 则 下 是 一 个 满 态 射 ,因此 (SI) 是 4 的 商 对 象 . 

作为 一 种 比 良 乱 和 余 良 竹 条 件 较 弱 条 件 的 推广 , 我 们 来 引入 分 离 集 (separating 
set) 和 余 分 离 集 (coseparating set) 的 概念 . 

定义 1.5.21 设 {Bilie 了} C obC. 如 果 对 C 中 任意 一 对 不 同 态 射 r,s:B 一 
C, FETE i € I URBS f: Bi 一 BAE rf + sf, WER {Bi |ie 1} 是 C 中 的 一 个 
分 离 集 . 若 了 是 单 点 集 , 则 称 B; 是 C 中 的 一 个 分 离子 (separator). 

对 偶 地 若 对 C 中 任意 一 对 不 同 态 射 ms : B 一 C, 存在 ie 工 以 及 态 射 9: C 一 
Bi 使 得 gr A gs, 则 称 {Bi | ie 7} 是 C 中 的 一 个 余 分 离 集 . 若 了 是 单 点 集 , 则 称 Bi 
Æ C 中 的 一 个 余 分 离子 (coseparator). 

例 1.5.22 ”在 集合 范畴 Set H, 任意 一 个 非 空 集合 都 是 一 个 分 离子 , 任意 一 个 
含有 两 个 以 上 点 的 集合 都 是 一 个 余 分 离子 . 
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BY 1.5.23 ”在 拓扑 空间 范畴 Top H, 任意 一 个 非 空 拓扑 空间 都 是 一 个 分 离子 ， 
而 剑 分 离子 恰好 是 全 体 非 空 的 非 To 的 拓扑 空间 (事实 上 拓扑 空间 X 是 非 To 的 当 
且 仅 当 存在 一 个 含有 两 个 以 上 点 的 平庸 子 空 间 ). 

例 1.5.24 二 元 Boole 代数 是 Boole 代数 范畴 中 的 余 分 离子 ; “HA” R/Z 是 
Abel 群 范畴 AbGp 中 的 余 分 离子 ; 单位 闭 区 间 I = [0, 1] 是 Tychonof 拓扑 空间 范 
畴 中 的 余 分 离子 . 


练习 1.5 


1. 证 明 在 拓扑 空间 范畴 Top P, (Y, f) 为 对 象 X 的 子 对 象 当 且 仅 当 了 :了 一 大 
是 单 射 ,而 (Y, f) 为 对 象 X 的 严格 子 对 象 (extremal subobject) 当 且 仅 当 f:Y >X 
是 一 个 包含 映射 . 因此 在 范畴 Top P, 严格 子 对 象 对 应 于 子 空间 包含 . 

2. 举例 说 明 在 某 个 范畴 C 中 , 存在 B 的 两 个 子 对 象 (A,f) 与 (A',g), 使 得 A 
h A’ 同 构 , R (A, f) 5 (4,9g) 不 同 构 . 

3. REC 中 的 对 象 O 既是 初始 对 象 又 是 终 对 象 , 则 称 O REC PAK 
WH. 证 明 单 点 群 是 群 范畴 Gp (或 Abel 群 范畴 AbGp) PH EA. 
.， A EAS REC 中 的 一 个 分 离子 当 且 仅 当 态 射 函 子 C(5, 一 ) :C 一 Set( 定 义 
见 1.6 节 ) 是 一 个 局 部 单 函 子 . 对 偶 地 C 是 C 中 的 一 个 余 分 离子 当 且 仅 当 反 变 态 身 
$F C(—,C) : CoP 一 Set 是 一 个 局 部 单 函 子 . 


1.6 Yoneda 引 理 与 可 表达 函 子 


在 范畴 论 中 , 我 们 往往 要 小 心 翼 翼 以 避免 陷入 集合 论 的 泥潭 中 去 .例如 , 在 考 
虚 两 个 范畴 之 间 的 函 子 范畴 的 时 候 , 我 们 要 假定 定义 域 范畴 是 一 个 小 范畴 以 便 两 个 
函 子 之 间 的 自然 变换 的 全 体 是 一 个 集合 . 这 一 节 我 们 来 讨论 范畴 论 中 的 一 个 非常 有 
意义 的 发 现 , 该 发 现 表明 了 关于 某 个 对 象 的 态 射 函 子 到 一 个 集 值 函 子 的 自然 变换 完 
全 由 此 对 和 象 在 该 集 值 函 子 下 的 象 中 的 元 素 确定 . 

BEC 是 一 个 范畴 , A E obC. 我 们 可 以 定义 一 个 函 子 C(4, -) : C Set WMF: 


B œ= C(A, B), 


(f : B >C) = (C(A, f) : g fg). 


我 们 称 函 子 C(4, -) 为 关于 A 的 态 射 函 子 (hom-functor)， 对 偶 地 我 们 可 以 定义 函 
子 C(-,4) : CP 一 Set. 我 们 称 之 为 关于 4 的 反 变 态 射 函 子 (contravariant hom- 


functor). 
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定理 1.6.1(Yoneda 3|) iC 是 一 个 范畴 , A e obC, F:C 一 Set 是 一 个 函 
F. 记 Nat(C(A, —), F) HAF C(A,-) 与 函 子 FF 之 间 的 自然 变换 的 全 体 . 则 存在 一 
个 Nat(C(A, —), F) 到 F(A) 上 的 一 一 到 上 的 映射 . 

证 明 ”对 每 个 自然 变换 a : C(4, 一) 一 F, 定义 O(a) = aa(14) € F(A), 我 们 
只 需要 证 明 O : Nat(C(A,—), F) > F(A) 是 一 个 一 一 到 上 的 映射 . 为 此 我 们 建立 8 
HBA. 

Xt x € F(A), 定义 B(z) : C(A,-) > F, O(a)a(f) = F(f)(e) € F(B). 容易 验 
证 8(z) 是 一 个 自然 变换 , 因此 有 了 映射 S: F(A) 一 Nat(C(4, 一 ), F). AYE S 与 
6 REW. 口 

定义 1.6.2 ” 设 C 是 一 个 范畴 , F : C 一 Set 是 一 个 函 子 . 如 果 存 在 C 中 的 对 象 4 
和 一 个 自然 同 构 $ : C(A, 一 ) 一 F, 则 称 序 对 (4,9) 是 下 的 一 个 表达 (representation). 
如 果 F 存在 一 个 表达 , 则 称 F 是 一 个 可 表达 函 子 (representable functor). 

由 Yoneda 引 理 的 证 明 过 程 我 们 可 以 看 出 , F 的 一 个 表达 可 以 看 成 一 个 序 对 
(4,z)( 这 里 A € obC,z € F(A)) 使 得 z 对 应 的 自然 变换 是 一 个 自然 同 构 , 即 对 任意 
一 个 对 象 B 以 及 每 个 ye F(B), 存在 唯一 的 态 射 了: A 一 已 使 得 FF(f)(z) = y. 由 
此 我 们 可 以 得 到 斑 的 表达 的 一 种 等 价 叙述 如 下 : 

我 们 以 所 有 的 序 对 (4,z)( 这 里 A € obC,z € F(A)) 为 对 象 , 而 态 射 了 : (4,z) 一 
(B,y) ESH S: 4 一 B 满足 F(f)(z) = y. 不 难 验证 这 样 形 成 一 个 范畴 , 则 F 
表达 恰好 就 是 该 范畴 中 的 一 个 初始 对 象 . 

因此 我 们 可 以 得 出 如 果 函 子 F 是 可 表达 的 , 则 其 表达 在 同 构 的 意义 下 是 唯 

例 1.6.3 HLM Gp 到 集合 范畴 的 遗忘 函 子 U : Gp 一 Set 是 可 表达 函 子 . 事 
KE, 对 任意 一 个 群 G, 从 整数 加 法 群 Z 到 G 的 群 同 态 f : Z 一 G 完全 由 f(1) 的 
值 确定 , 因此 从 Z 到 G 的 群 同 态 与 U(G) 的 元 素 是 一 一 对 应 的 . 由 Yoneda 引 理 ， 
(Z,1) Æ U 的 一 个 表达 . 

例 1.6.4 ERREF P* : Set? 一 Set 是 可 表达 函 子 . 事实 上 对 任意 一 个 
集合 X, P(X) 中 的 元 素 与 X 到 两 点 集 2 = {0,1} 的 所 有 映射 是 一 一 对 应 的 . 因此 
我 们 可 以 定义 一 个 白 然 同 构 P* 一 Set(—, 2), BI (2, {1}) 是 P* 的 一 个 表达 . 


练习 1.6 


1. BAAS ALS ES Top 到 集合 范 叶 的 遗忘 函 子 U : Top 一 Set 是 一 个 可 
REF. 

2. 设 C 是 一 个 范畴 , 证 明 以 所 有 定义 在 C 上 的 可 表达 函 子 为 对 象 , 以 自然 变换 
为 态 射 构成 一 个 范 哮 . 
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3. 证 明定 理 1.6.1 中 的 一 一 到 上 的 映射 日 : Nat(C(A,—-), F) 一 F(A) 关于 对 象 

如是 “自然 的 ”, 即 对 任意 的 态 射 了 : 4 一 万, 下 面 的 方形 交换 : 

Nat(C(A, -), F) — F(A) 

F(f) 

Nat(C(B, —), F) 22 F(B) 
其 中 对 应 Nat(C(A,—),F) 一 Nat(C(B,—-), F) 将 任意 的 自然 变换 a: C(A,-) 一 
F 对 应 为 自然 变换 A: C(B,-) 一 F 使 得 对 任意 的 C € obC 和 任意 的 PE 
C(B,C), ac(p) = ac(pf). 


1.7 射影 对 象 与 单 射 对 象 


定义 1.7.1 设 已 S MorC 是 范畴 C 中 的 一 族 满 态 射 , 使 得 EB 中 任意 一 个 态 
射 与 同 构 态 射 的 复合 仍然 属于 E, P € obC. 如 果 对 已 中 的 任意 态 射 e: 4 B, 以 
及 任意 给 定 的 态 射 了 : P 一 B, f 可 以 通过 e 分 解 为 J = eg, 即 存在 9:P 一 4 使 
得 下 面 图 表 交换 ， 


P 
g | 
Fe 

A—>B 


则 称 PP 为 C 中 的 一 个 巨 射影 对 象 (E-projective object). 特别 地 , # EWA C 中 的 
所 有 满 态 射 , 则 称 P 为 C 中 的 一 个 射影 对 象 (projective object). 

例 1.7.2 ”考虑 集合 范畴 Set, 设 P 是 任意 集合 ,e : 4 一 B 是 满 映 射 . 如 果 假 
设 选 择 公 理 , 则 任意 映射 f: P 一 B 都 存在 分 解 f = eg, XE g: P 一 4 满足 任意 
H x € P, g(x) €e*(f(2)), 因此 P 是 射影 对 象 . 故 任意 一 个 集合 都 是 射影 对 象 . 

例 1.7.3 ”拓扑 空间 范畴 Top 中 , 射影 对 象 恰好 就 是 所 有 的 离散 拓扑 空间 . 事 
实 上 , 如 果 已 是 Top 中 的 一 个 射影 对 象 , 考虑 由 集合 P 赋予 离散 拓扑 的 拓扑 空间 
已 到 集合 P 赋予 平庸 拓扑 的 拓扑 空间 户 的 恒 同 映射 i. 由 于 也 到 记 的 恒 同 映射 通 
过 i 的 分 解 是 P 到 户 的 恒 同 映射 , 而 该 恒 同 映射 是 连续 映射 , 因此 是 一 个 同 胚 

Bi 1.7.4 ” 群 范畴 Gp 中 (或 Abel 群 范畴 AbGp 中 ), 整数 加 法 群 Z 是 一 个 射 
影 对 象 ， 事 实 上 对 任意 一 个 满 的 群 同 态 e : 4 B, 任意 一 个 同 态 1 : Z B, 取 
a € e™!(f(1)), $ g:Z— A, 9g(z)= za, I] (eg)(2) = e(za) = ze(a) = zf(1) = f(z). 

注意 到 集合 范畴 中 的 满 态 射 恰好 就 是 满 映射 , 由 定义 我 们 容易 看 出 下 面 命 题 
成 立 . 

BB 1.7.5 WP Eob, 则 PP 是 一 个 射影 对 象 当 且 仅 当 态 射 函 子 C(P,-) : 
C 一 Set 保持 满 态 射 . 
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命题 1.7.6 若 已 是 范畴 5 中 的 初始 对 象 , 则 P 是 射影 对 象 . 
设 A,B obC, (B,i 是 4 的 子 对 象 . 如 果 存 在 态 射 >: A 一 B 使 得 ri = 1p, 
则 称 B 是 A 的 收缩 (retract). 
命题 1.7.7 ”射影 对 象 的 收缩 仍然 是 射影 对 象 . 
证 明 设 已 是 一 个 射影 对 象 , RR 是 忆 的 收缩 , 即 存在 态 射 i: R 一 Pr:P 一 RR 
使 得 ri = la. 考虑 下 面 图 表 : 
R= P 
AX] 
4 一 了 
其 中 p : 4 一 B 是 满 态 射 , 则 存在 态 射 9 : P 一 4 使 得 fr : P 一 B 可 以 分 解 为 
fr = pg, kk f = flr = f(ri)=p(9i), 即 f 可 以 通过 zp 分解 ,因此 已 是 射影 对 象 . 口 
对 偶 地 我 们 可 以 定义 单 射 对 象 . 
定义 1.7.8 M S MorC 是 范畴 C 中 的 一 族 单 态 射 使 得 M 中 任意 一 个 态 射 
与 同 构 态 射 的 复合 仍然 属于 M, I € obC. 如 果 对 M 中 的 任意 一 个 态 射 m : 4 一 B， 
以 及 任意 给 定 的 态 射 了 : 4 I, FE f 在 BB 上 的 扩张 g:B 一 了 , 即 下 面 图 表 交 
换 ， 
A—>B 
# 


| 


SUP I H C 中 的 一 个 M 单 射 对 象 (M-injective object). 特别 地 若 M 包含 C 中 的 所 
有 单 态 射 , 则 称 I H C 中 的 一 个 单 射 对 象 (injective object). 

例 1.7.9 ”集合 范畴 Set 中 , 任意 一 个 非 空 集合 都 是 一 个 单 射 对 象 . 

例 1.7.10 在 紧 Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Hcomp 中 , 注意 到 单 态 射 恰 好 是 闭 
HABE, 因此 由 Tietze-Urysohn 扩张 定理 可 知 单位 闭 区 间 的 任意 矫 [0, 1] 是 一 
个 单 射 对 象 . 进一步 我 们 可 以 证 明 Hcomp 中 的 所 有 单 射 对 象 恰好 就 是 单位 闭 区 间 
[0,1] 的 某 个 和 的 收缩 . 


练习 1.7 


1. AST RGEC 中 的 终 对 象 , 则 了 是 C 中 的 一 个 单 射 对 象 . 

2. 证 明 单 射 对 象 的 收缩 仍然 是 单 射 对 象 . 

3. 证 明 在 To daik Zili Topo P, 严格 单 射 对 象 (extremal mono-injective 
object) 恰好 就 是 Sierpinski 空间 5S( 两 点 集 {0,1} 赋予 拓扑 {0, {0}, {0,1}}) 的 某 个 
RS! 的 收缩 . 
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4. 证 明 在 紧 Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Hcomp 中 ,射影 对 象 恰好 就 是 全 体 紧 
Hausdorff 的 极 不 连通 空间 (拓扑 空间 X 称 为 极 不 连通 空间 是 指 X 中 的 任意 一 
METRU, U 的 闭 包 Ü 是 一 个 开 子 集 ). 


第 2 章 极限 理论 


在 数学 研究 中 , 我 们 经 常会 遇 到 这 样 的 构造 , 给 定 某 个 具体 范畴 的 一 个 小 的 子 
范畴 (也 可 以 看 作 一 个 小 范畴 到 该 范畴 的 一 个 函 子 的 像 ), 存在 一 个 对 象 以 及 该 对 象 
到 子 范畴 中 的 每 个 对 象 的 一 个 态 射 构成 的 可 交换 态 射 族 具 有 “万 有 性 质 ”, 或 者 存 
在 一 个 对 象 以 及 子 范畴 中 的 每 个 对 象 到 该 对 象 的 一 个 态 射 构成 的 可 交换 态 射 族 具 
有 “万 有 性 质 ”. 例如 , 给 定 一 族 拓扑 空间 {Xi |i EI}, 则 积 空 间 TL Xs 到 每 个 因子 
空间 的 射影 族 {m : II Xi 一 Xi |i 刀具 有 “万 有 性 质 ”: 对 任意 一 个 拓扑 空间 X 
以 及 连续 映射 族 {fis X 一 Xi | ie I), 存在 唯一 的 连续 映射 f= (fi): X > TX: 
使 得 每 个 Si 都 可 以 通过 了 分 解 为 fi = mif. 这 种 性 质 可 以 抽象 为 纯粹 的 范畴 性 质 ， 
也 就 是 我 们 本 章 将 要 介绍 的 范畴 极限 和 余 极 限 . 


2.1 极限 的 定义 


定义 2.1.1 ET 是 一 个 小 范畴 , 我 们 称 任 意 一 个 函 子 卫 : 了 一 C 为 范畴 C 中 
的 一 个 7 型 图 (在 了 明确 的 情况 下 可 简称 为 图 ). 如 果 了 是 一 个 有 限 范畴 ( 即 ob 了 
EARR), 则 称 I 型 图 是 一 个 有 限 图 . 对 了 中 的 每 个 对 象 j, 称 DOG) 为 该 7 型 图 
的 顶点 . 对 7 中 的 每 个 态 射 a, 称 D(a) 为 该 了 型 图 的 边 . 

注意 在 一 些 范畴 论著 作 中 , 没有 对 了 是 一 个 小 范畴 的 限制 , 但 是 在 实际 应 用 中 
很 少 涉及 I 不 是 小 范畴 的 情形 即 所 谓 的 “大 图 表 ” 的 极限 , 因此 我 们 只 讨论 “小 图 
RR” 的 极限 是 恰当 的 . 

BY 2.1.2 KT 是 一 个 有 限 范畴 =, 则 范畴 C 中 的 一 个 了 型 图 可 以 看 作 C 
中 的 一 对 平行 态 射 . 

例 2.1.3 设 了 是 一 个 如 图 所 示 的 有 限 范畴 


{74 


则 范畴 C 中 的 一 个 了 型 图 可 以 看 作 C 中 的 一 个 交换 的 方形 . 

定义 2.1.4 设 DD:J 了 一 C 是 一 个 I WA, Ac obC: 

(1) 如 果 态 射 族 {Xj : A 一 DG) | 7 € obT} 满足 对 任意 的 I EH a: j 一 也 都 
AFR X = D(a)A; RX, 即 下 面 图 表 交 换 : 
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àj ày 


Po), DG’) 


DG) 
则 称 {Ay : 4 DUG) | j € bJ} 是 一 个 D 上 的 锥 形 , 4 RABE OTL. 
(2) 如 果 {Aj : A > D(j) | j E€ bI} 是 一 个 D EAH, 并 且 该 锥 形 关于 D 上 
的 任意 一 个 锥 形 是 万 有 的 , 即 对 任意 的 Be obC 以 及 D 上 的 一 个 以 B 为 顶点 的 锥 
Æ {nj :B 一 D(j) | j € bI}, 存在 唯一 的 态 射 f:B 一 4 使 得 等 式 ;= 入 jf 对 每 
个 Jeoby 成 立 , 即 下 面 的 图 表 交 换 


>A 
D(3j) 


则 称 锥 形 {和 j : 4 DU) | j € bJ} 是 了 型 图 D 的 极限 (limit). 

注意 , 在 实际 应 用 中 , 如 果 极 限 锥 形 中 的 态 射 族 可 以 由 锥 形 的 顶点 明确 确定 , 我 
们 可 以 省 去 态 射 直接 称 该 顶点 为 极限 . 

B 2.1.5 B 7 是 一 个 空 范畴 , 则 任意 范畴 C 存在 唯一 的 一 个 了 型 图 , 即 空 
图 表 . 这 时 C 中 任意 一 个 对 象 4 都 可 以 看 作 空 图 表 上 的 一 个 锥 形 , 因此 如 果 空 图 表 
的 极限 存在 , 则 一 定 是 C 中 的 终 对 象 . 

例 2.1.6 BC 是 一 个 小 范畴 , lc : C 一 C 是 一 个 单位 函 子 . 如 果 C 中 存在 
初始 对 象 I, WW 了 就 是 lc 的 极限 ， 反 之 , 若 锥 形 {XB : 4 B |B eE obt} E 
le 的 极限 . Kf: 4 一 B, 则 由 锥 形 定 义 有 fA, = AB， 如 果 取 f = Ap, WA 
和 a 和 4 = Aw = AB14 对 任意 的 B E obC 成 立 , 故 由 极限 万 有 性 质 可 得 和 4 = 14. 
这 时 我 人 有 f = fla = fra = Az, 因此 对 C 中 的 任意 对 象 B, 恰好 有 一 个 态 射 
àB: A— B, BI A BEC 中 的 初始 对 象 . 

例 2.1.7 BT 是 一 个 泪 子 的 偏 序 集 (filtered partially ordered set), 即 对 I 
中 任意 两 个 元 素 ij, 存在 了 中 的 元 素 使 得 k < i 与 & < j 同时 成 立 ， 将 了 
看 作 一 个 范畴 , 对 任意 一 个 范畴 C, 如 果 C 上 的 一 个 I 型 图 D : 7 一 C 满足 对 
任意 的 i <j <k, MA DG < k)Dli < j) = DG < k) RL, 则 称 之 为 C 上 的 
一 个 道 系 统 (inverse system). 考虑 集合 范畴 Set 上 的 逆 系 统 的 极限 情形 , 这 时 一 
个 逆 系 统 可 以 表示 为 {(4(i), AG), fis) | fy : AO 一 AGhi <j ijen S 
A= {(zi) € Mier AW | z; = fylz:) i < j, ij € I}, MBP i € I, pi: A — Ali) 
是 射影 , 则 不 难 验证 锥 形 {p; : 4 一 A(i) |i € 1) 是 逆 系 统 的 极限 . 在 拓扑 空间 范畴 
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Top 中 , —P RHE {(X (i), XG), g) | g : XX(i) > XG), i <j, ij € 了 的 极限 就 
是 其 在 集合 范畴 中 的 极限 赋予 乘积 空间 Mhie Xi 的 子 空间 拓扑 . 

设 D:7 了 一 C 是 一 个 了 型 图 . 考虑 以 D 上 所 有 的 锥 形 为 对 象 ,两 个 D 上 的 锥 
Æ {aj : A > D(j)|j € bI} 5 (8; : B > D(j) | j € bI} 之 间 的 态 射 是 指 态 射 
h: A— BYE aj = Bih 对 任意 的 je€ oby 成 立 , 则 不 难 验证 这 样 构成 一 个 范畴 
ALD. 由 定义 2.1.4 可 以 看 出 了  D 的 极限 恰好 就 是 范畴 A | D 的 终 对 象 . A 
此 由 命题 1.5.9 可 得 极限 如 果 存 在 则 在 同 构成 的 意义 下 是 唯一 的 , 即 下 面 命题 成 立 . 

命题 2.1.8 设 D:J 了 一 C 是 一 个 了 型 图 . 如 果 锥 形 {A :4 一 DO)17e 
ob 了 } 与 {uj : B > D(j)| j € bI} 都 是 D 的 极限 , 则 存在 一 个 同 构 h:4 一 BB 使 
得 和 j = ujh IIED j E oby 成 立 . 

IMR {Aj : A > D(j) | j € bI} HEI AIR D : J > C HRR, BH fg: BA 
使 得 和 jf = 和 jg 对 任意 的 j € obJ 成 立 , W {Af : B > D(j) | j € b9} 也 是 一 个 
锥 形 , 由 极限 定义 的 万 有 性 质 可 知 了 = 9. 因此 我 们 有 下 面 的 命题. 

命题 2.1.9 设 {Nj:4 一 D(j)|je obJI} 是 了 型 图 :J 了 一 C 的 极限 , 则 
{和 j}jeoby 是 一 族 集 体 单 态 射 , 即 对 任意 一 对 态 射 f g: B 一 A, 和 jf = Ag 对 任 
意 的 jE obJ MY, W f = g. 

如 果 范 畴 D 是 范畴 C 的 一 个 小 的 子 范畴 , 则 包含 函 子 C : D 一 C 是 范畴 C 中 
的 一 个 D 型 图 , 所 以 我 们 也 可 以 直接 称 D 是 C 中 的 一 个 图 . 

设 4 是 范畴 C 中 的 一 个 对 象 , {(4i, fi) |ie 1} 是 4 的 一 族 子 对 象 , 其 中 了 是 
集合 . 将 图 表 {fi : Ai 一 4 | ie 了 看 作 C 的 一 个 子 范畴 , 即 可 以 看 作 C 中 的 一 个 
图 . 若 该 图 的 极限 存在 , 则 极限 锥 形 的 顶点 C 到 A 的 态 射 完全 由 C 到 A 的 每 个 
FUR A 的 态 射 确定 . 记 C 到 子 对 象 hi 的 态 射 为 ai, 则 由 命题 2.1.9 不 难 验证 
fiai: C 一 4 是 一 个 单 态 射 . 因此 (C, fiai) 仍然 是 4 的 一 个 子 对 象 , 我 们 称 之 为 子 
对 和 象 族 {(4i, fi) | i € I} 的 交 (intersection). 不 难看 出 子 对 象 族 {(Ai, fi) | i € I} 的 
交 就 是 {(Ai, fi) |i € I} 在 4 的 子 对 象 偏 序 族 Sub(4) 中 的 下 确 界 . 

对 偶 于 极限 的 概念 我 们 可 以 定义 余 极 限 的 概念 . 

EXN 2.1.10 设 也 :7 一 C 是 一 个 了 型 图 , 4eobC: 

(1) 如 果 态 射 族 {pj : DGG) > A | j € bI} 满足 对 任意 的 7 态 射 >:7 一 也 都 
有 等 式 pj = pj D(r) 成 立 , 即 下 面 图 表 交换 : 


py Py 


D(r) 


DO) DO 


则 称 {pj : DG) > A | j € bI} 是 一 个 D 上 的 余 锥 形 , A 称 为 余 锥 形 的 顶点 . 
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(2) 如 果 {p; : DG) 一 A | j e bI} 是 一 个 D 上 的 余 锥 形 并 且 该 欠 形 关于 D 
上 的 任意 一 个 余 锥 形 是 万 有 的 , 即 对 任意 的 Be obC 以 及 D 上 的 一 个 以 B 为 顶点 
的 余 锥 形 {gq; : Dj) —> B |j E€ bI}, 存在 唯一 的 态 射 9 : 4 一 BRR EX gj = gp; 
对 每 个 7 e obJ 成 立 , 即 下 面 的 图 表 交 换 : 


A >B 


DO) 


则 称 余 锥 形 {pj : D(j) + A| j € ob 了 } 是 了 型 图 D 的 余 极 限 (colimit). 

例 2.1.11 对 偶 于 例 2.1.7, 设 J 是 一 个 定向 的 偏 序 集 (directed partially or- 
dered set), 即 对 J 中 任意 两 个 对 象 7,s, 存在 J 中 的 对 象 上 使 得 r <t, s <t, BME. 
一 个 范畴 . 如 果 范畴 C 上 的 一 个 J 型 图 D : J 一 C 满足 对 任意 的 + < s < t, 都 有 
D(s < t)D(r < s) = D(r < t) RL, 则 称 之 为 范畴 C 上 的 一 个 定向 系统 . 

考虑 拓扑 空间 范畴 Top 上 的 定向 系统 的 余 极 限 情形 , 这 时 J 型 图 可 以 表示 为 
{(X(r), X(s); frs) | frs : X(r) > X(s),r < s, r,s € J}. 作 空 间 族 {X(j)1je J} W 
MZN X = Ujes XG) x {j}, 在 X 上 定义 一 个 等 价 关系 ~ WTF: 


(ar) ~ (y,8) S FEtEJ,  r<t,s <t, falt) = for(y) 


对 每 个 re J & gr : X> XX/ ~ 是 标准 的 商 映 射 (X/ ~ 是 商 空间 )，gr : 
X(r) + X 是 标准 的 嵌入 映射 . 则 不 难 验证 余 锥 形 {qrgr : X(r) > X/~| r € J} Æ 
定向 系统 {(X(r),X(8); fra) | frs : X(r) 一 X(s)r<s mse J} 的 余 极 限 . 

对 偶 于 极限 的 情况 , 设 D : 了 一 C 是 一 个 了 型 图 . 考虑 以 D 上 所 有 的 余 锥 形 为 
MR, 两 个 D 上 的 余 锥 形 {pj : DG) > A |j E ob 了 } 与 {4;:D(j) + B | j € ob} 
之 间 的 态 射 是 指 态 射 g: 4 一 B 满足 ay = gp; 对 任意 的 j € oby RX, 则 不 难 验 证 
这 样 构成 一 个 范畴 A1 D. 这 时 了 型 图 D 的 余 极限 恰好 就 是 范畴 AT D 的 初始 对 
象 . 因此 由 命题 1.5.9 可 得 余 极限 如 果 存 在 , 则 在 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 . 

对 偶 于 命题 2.1.9, 我 们 有 下 面 命题 . 

命题 2.1.12 H {pj : DG) > A | j E€ bI} Æ I AR D: I > C 的 余 极限 ， 
则 {pijieoby 是 一 族 集体 满 态 射 , 即 对 任意 一 对 态 射 f,g : 4 一 B, 车 fp; = gp; 对 
任意 的 Je obJ RE, W f= g. 


练习 2.1 
1. 试 不 用 命题 1.5.9 的 结论 , 直接 证 明 命题 2.1.8. 
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2. 设 C 是 一 个 小 范畴, lc : C 一 C 是 一 个 单位 画 子 . 证 明 函 子 lc 存在 余 极限 
当 且 仅 当 C 存在 终 对 象 . 

3. 证 明 在 群 范畴 Gp 中 , 一 个 给 定 的 群 G 的 所 有 子 对 象 的 交 是 平凡 群 . 

4. 证 明 在 拓扑 空间 范 哮 Top P, 拓扑 空间 X 的 一 族 严 格子 对 象 的 交 就 是 子 空 
间 的 交 . 

5. 证 明 A 的 子 对 象 族 (Bi fi) (ic I} 的 交 就 是 {(Bi, fi) (iE I} AA 的 子 对 
象 偏 序 族 Sub(A) 中 的 下 确 界 . 

6. HBT FAK HR, 试 写 出 一 个 对 象 4 的 一 族 商 对 象 的 余 交 (cointersection) 


2.2 等 值 子 和 余 等 值 子 


从 本 节 开始 我 们 来 讨论 一 些 具 体 的 极限 构造 , 这 一 节 我 们 来 讨论 等 值 子 和 余 等 
值 子 的 构造 . 

定义 2.2.1 J = (=) , 则 范畴 C 中 的 一 个 7 型 图 可 以 看 作 C 中 的 
一 对 平行 态 射 f,g : 4 一 B. MRK 了 型 图 的 极限 为 (AS E 5> B), WE 
的 定义 可 知 7 = fe = ge, 即 r 可 以 完全 由 e 确定 . 因此 可 以 等 价 地 将 该 极限 记 为 
e: E — AWE fe = ge, Rilke: E > AH f,g:A— B Hy BaF (equalizer). 

由 等 值 子 的 定义 可 以 看 出 , e: E — 4 是 平行 对 f,g : 4 一 B 的 等 值 子 当 且 仅 
当下 面条 件 成 立 : 

(1) fe = ge. 

(2) 对 任意 的 态 射 e : E' 一 4 满足 fe’ = ge’, 存在 唯一 的 态 射 h: E' 一 已 使 
得 e = eh 成立 ， 


E 


如 果 范 畴 C 中 的 任意 一 对 平行 态 射 4 一 = 已 都 存在 等 值 子 , 则 我 们 称 范畴 C 
存在 等 值 子 . 

例 2.2.2 考虑 集合 范畴 Set. 设 fg: 4 一 B 是 一 对 平行 映射 . 令 B= {a € 
A | f(a) = g(a)} 看 作 A 的 子 集 , 即 4 中 使 得 f 与 9 等 值 的 最 大 于 集 , 则 包含 
e:E 一 4 是 f,g: 有 4 一 B 的 等 值 子 . 

Bl 2.2.3 ”考虑 拓扑 空间 范畴 Top( 或 群 范畴 Gp). 若 f,g : 4 一 B 是 一 对 平 
行 的 连续 映射 (REAS). $ E= {a € A| f(a) = g(a)} 看 作 4 的 子 空间 (或 
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FR), 即 4 中 使 得 f 与 9 等 值 的 最 大 子 空间 (最 大 子 群 ), WEA e: E> A% 
fg: A> BNSF. 

M224 Re: EAR Sg: A> BHSAF, 则 下 面 命题 等 价 : 

QQ) f =g. 

(2) e 是 一 个 满 态 射 - 

(3) e 是 一 个 同 构 . 

“(4) la: ASAE fg: A BNSF. 
证 明 (1)>(4) 容易 验证 . 由 命题 1.4.4 和 满 态 射 的 定义 容易 验证 (3)= (2) > 
只 需 验证 (4)=>(3), 但 是 由 极限 的 唯一 性 可 知 e 一 定 是 一 个 同 构 . 口 
定义 2.2.5 ”如 果 态 射 e : 已 一 A 是 某 一 对 平行 态 射 的 等 值 子 , 则 称 。 是 一 
个 正则 单 态 射 (regular monomorphism). 

由 命题 2.1.9, 正则 单 态 射 一 定 是 单 态 射 , 但 是 反之 不 成 立 . 

例 2.2.6 ”考虑 集合 范畴 Set. He: 一 4 是 一 个 包含 映射 ( 即 单 射 ), 记 
B = {0,1}, fig : 4 一 B 满足 对 任意 的 z € A, f(x) = 0, 而 g(x) = 0 当 且 仅 当 
tek. 则 容易 验证 e: BE 4 是 fig: 4 一 B 的 等 值 子 , 因此 是 正则 单 态 射 . 从 而 
在 集合 范畴 中 正则 单 态 射 恰好 就 是 包含 映射 . 

例 2.2.7 考虑 拓扑 空间 范畴 Top. WME e: E > A 是 包含 映射 , 类 似 于 定义 
2.2.5( 这 时 将 两 点 集 B 赋予 平庸 拓扑 ) 可 证 e : 已 一 A 是 一 对 平行 的 连续 映射 的 等 
值 子 , Be e 是 正则 单 态 射 . 反之 , He: BA 是 一 个 正则 单 态 射 , 则 存在 一 对 平行 

_ 的 连续 映射 六 9 : 4 一 BB 使 得 e :EE 一 4 是 f,g:A4 一 B 的 等 值 子 .但 是 子 空间 包 
R {2 € 4|f(z) =g(z)} 一 4 也 是 /,g:4 一 B 的 等 值 子 ,因此 由 极限 的 唯一 性 可 
AE A A 的 子 空 间 {x e A | f(z) = g(z)} EE. 从 而 正则 单 态 射 恰好 就 是 子 空间 
包含 . 结合 例 1.4.1 我 们 可 知 在 范畴 Top H, 单 态 射 不 必 是 正则 单 态 射 . 

例 2.2.8 ”考虑 Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Haus. 设 f,g: A 一 B 是 一 对 连续 
映射 , 则 子 空间 包含 e :已 = {ce A | f(z) = g(z)} > AR Sg: A> BNA 
F, 并 且 由 Hausdorff 性 可 知 是 4 的 闭 子 空间 . RZ, he: E> ARARA. 记 
水 =4I4 为 4 与 4 的 和 空间 ,pl 与 ps 是 4 到 4' 的 两 个 幅 入 映射 . 设 ~ 是 A 
上 包含 {(p1(t),p2()) € A’ x A' |t € E} 的 最 小 等 价 关系 , g : A 一 4/ ~ 是 商 映射 ， 
则 商 空 间 4/ ~ 是 Hausdorff 空间 . FARE e: E — A Æ qm,qp : A > A/ ~ H 
等 值 子 . 因此 在 范畴 Haus 中 正则 单 态 射 恰好 就 是 闭 子 空间 包含 . 

例 2.2.9 ” 群 范畴 Gp 中 , 正则 单 态 射 就 是 单 射 , 因此 群 范畴 中 正则 单 态 射 与 
单 态 射 是 相同 的 . 事实 上 , Be: 4 一 B 是 一 个 单 射 . 记 C = B/e(4),f:B 一 C 是 
WMA, 9 : B 一 C 是 零 同 态 . 则 容易 验证 e: A> BE SS 9g 的 等 值 子 . 

例 2.2.10 ” 环 范畴 Rng 中 , 单 态 射 未 必 是 正则 单 态 射 . 例如 , 整数 环 到 有 理 数 
环 的 包含 映射 i : Z 一 Q 是 环 范畴 中 的 单 态 射 同时 也 是 满 态 射 , 如 果 i 是 正则 单 态 


a). 


2.2 ”等 值 子 和 余 等 值 子 “29 


射 , 则 由 命题 2.2.4 可 得 i 是 一 个 同 构 , 因此 i 不 是 正则 单 态 射 . 

对 偶 地 我 们 可 以 给 出 余 等 值 子 的 定义 . 

定义 2.2.11 设 f,g: 4 一 B 是 一 对 平行 态 射 ,如 果 态 射 c:B 一 C 满足 : 

(1) cf = cg. 

(2) 对 任意 的 态 射 c : B Cl 满足 cf = cg, 存在 唯一 的 态 射 r+ :C 一 o 使 得 
d = re 成立， 


则 称 c:B 一 C Æ f,g: A B 的 余 等 值 子 (coequalizer). 

由 定义 容易 看 出 , 余 等 值 子 其 实 就 是 一 对 平行 态 射 (看 作 一 个 7 型 图 ) 的 余 
极限 . 

例 2.2.12 考虑 集合 范畴 Set. 设 f,g : 4 一 B 是 一 对 平行 映射 , 巨 是 集合 B 上 
包含 {(f(a),g(a)) | a € A} 的 最 小 等 价 关 系 , 则 容易 验证 自然 的 商 映射 9: B 一 B/E 
是 fig: A> B 的 余 等 值 子 . 

例 2.2.13 在 拓扑 空间 范畴 Top H, 若 f,g : X > Y 是 一 对 平行 连续 射 . 设 
已 是 定义 2.2.11 中 的 等 价 关 系 , 赋予 Y/EE 商 拓扑 (使 得 商 映射 g 连续 的 最 细 的 拓 
th), 则 容易 验证 9:Y 一 Y/E 是 f,g :X 一 了 的 余 等 值 子 . 

对 偶 于 命题 2.2.4, 我 们 有 下 面 命题 . 

命题 2.2.14 设 c:B 一 C E fg: A> BERRET, 则 下 面 命 题 等 价 : 

(1) f =g. 

(2) c 是 一 个 单 态 射 . 

(3) c 是 一 个 同 构 . 

(4) le: B > B È fg: A> BHRBEF. 

定义 2.215 MESH c: B 一 C 是 某 一 对 平行 态 射 的 余 等 值 子 , 则 称 是 
一 个 正则 满 态 射 (regular epimorphism). 

例 2.2.16 考虑 集合 范畴 Set. 由 例 2.1.12 知 正则 满 态 射 是 满 态 射 ， 从 而 是 
Wat R24 f : 4 一 B 是 一 个 满 射 , 记 D = {(a,a) E Ax A| f(a) = f(a)}, 
P,P : D 一 A 是 射影 . 则 容易 验证 f: 4 一 B 是 p,p': D> A 的 余 等 值 子 . 因此 在 
集合 范畴 Set 中 , 正则 满 态 射 与 满 态 射 相同 , 恰好 就 是 所 有 的 满 映射 . 

例 2.2.17 ”考虑 拓扑 空间 范畴 Top. 由 例 2.2.13 以 及 余 等 值 子 的 唯一 性 可 知 正 
则 满 态 射 是 拓扑 商 映射 . 反之 设 fs 4 一 B 是 一 个 拓扑 商 映 射 , 类 似 于 例 2.2.16( 赋 


ape 第 2 章 ”极限 理论 


予 DD 乘积 空间 的 子 空间 拓扑 ), 容易 验证 f: 4 一 BER pp : D> 4 的 余 等 值 
子 . 因此 在 拓扑 空间 范畴 Top H, 正则 满 态 射 恰好 就 是 拓扑 商 映射 . 

由 例 2.2.17 我 们 可 以 得 出 在 拓扑 空间 范畴 Top 中 , 满 态 射 不 一 定 是 正则 满 态 
射 , 事实 上 我 们 只 要 取 一 个 连续 满 映射 但 不 是 商 映射 的 例子 即 可 


练习 2.2 


1. 直接 证 明 命题 2.2.14. 

2. 证 明 如 果 态 射 了 : A 一 BRAKE, 则 是 一 个 正则 单 态 射 . 对 偶 地 如 果 
J :4 一 已 存在 右 这 , 则 f -DENH SH. 

3. 证 明正 则 单 态 射 一 定 是 严格 单 态 射 

4 设 e:A 一 BB 是 一 个 满 坊 射 ,证 明 坊 射 c:C 一 DD 是 平行 对 f,g:B 一 C 的 
余 等 值 子 当 且 仅 当 c:C 一 DD 是 平行 对 态 射 fe,ge :A 一 C 的 余 等 值 子 . 

5. WAK Hausdorff 拓扑 空 间 范畴 Hcomp P, HAH ERIK AA, ASH 
是 正则 满 坊 射 , 证 明 该 结论 在 Abel 群 范畴 AbGp 中 仍然 成 立 . 

6. RFC 一 DD 是 一 个 隙 子 . 如 果 对 范畴 C 中 的 任意 一 个 态 射 e: 己 一 A 
和 一 对 平行 态 射 fig: 4 一 B 使 得 在 范畴 D 中 Fe): F(E) 一 F(A) 是 平行 对 
F(f),F(g): F(A) > F(B) 的 等 值 子 , 则 e: 忆 一 A 是 f,g:A 一 BB 的 等 值 子 ,我们 
HHT FP 反射 等 值 子 . 证 明 如 果 函 子 PCD 反射 等 值 子 , 则 F 一 定 是 一 个 局 
REEF. 
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乘积 的 概念 在 数学 研究 中 经 常见 到 , 如 集合 的 Cartesian 乘积 、 积 拓扑 空间 和 
积 代数 等 . 他 们 的 共同 特点 是 由 一 个 对 象 以 及 一 族 射影 组 成 并 且 满 足 万 有 性 质 . 我 
们 可 以 将 其 抽象 为 范畴 的 概念 如 下 . 

定义 2.3.1 H 7 是 一 个 离散 的 小 范畴 , 则 范畴 C 中 的 一 个 7 了 型 图 是 一 个 离 
散 的 图 表 . 如 果 该 7 型 图 的 极限 {pj; : P 一 Aj |j € obT} 存在 , 我 们 称 {pj : P 一 
Aj |j E ob 了 } 是 对 象 族 {4ijjieobz 的 积 (product), 称 每 个 p; HHH (projection). 

由 极限 定义 我 们 可 以 知道 , 任意 范畴 C 中 的 一 族 以 集合 为 指标 的 对 象 {Aj}jey 
都 可 以 看 作 一 个 离散 图 表 . 则 {p; : 已 一 A; |j e J} 是 该 对 象 族 的 积 当 且 仅 当 其 满 
足 万 有 性 质 , 即 对 任意 一 族 态 射 {q; : Q 一 A; | j e J}, 存在 唯一 的 态 射 >: Q> P 
使 得 % = pir 对 任意 的 je J 成 立 , 即 任意 的 j & J 下 面 的 图 表 交 换 ， 
全 


NE 
A 


r 


23 BARA 31- 


例 2.3.2 ”考虑 集合 范畴 Set. 设 {4;}jeJ 是 一 族 集 合 , [] 4; BH Cartesian 乘 
BA, 对 每 个 je Jpj: TA; 一 Ay 是 射影 , 则 {pj : TL Ay > Az |j © J} E {Ahes 
的 范畴 积 . 

例 2.3.3 ”拓扑 空间 范畴 Top( 或 群 范畴 Gp) 中 的 情形 类 似 于 集合 范畴 , 另外 
在 其 Cartesian 积 上 赋予 积 拓扑 ( 逐 点 运算 ). 

BY 2.3.4 X 是 一 个 偏 序 集 看 作 一 个 范畴 , 则 X 中 一 族 对 象 的 积 就 是 它们 
的 下 确 界 . 

例 2.3.5 ”只 有 一 个 对 象 的 对 象 族 {A}, 其 积 是 一 个 同 构 B 一 A. 

定义 2.3.6 ”如 果 一 个 范畴 中 的 任意 一 族 具 有 集合 指标 的 对 象 {Aes 存在 
积 , 则 称 该 范畴 存在 积 .特别 地 如 果 任 意 有 限 多 个 对 象 存在 积 , 则 称 该 范畴 存在 有 
限 积 . 

设 41,…, An 是 一 个 范畴 中 的 对 象 , 则 不 难 验证 (…((A1 x A2) x Ag) x… x An) 
就 是 {4; | i = 1,…,n} 的 积 . 由 于 空 图 表 的 极限 就 是 终 对 象 , 结合 定义 2.3.6 我 们 
有 下 面 命题 . 

命题 2.3.7 ”一 个 范畴 存在 有 限 积 当 且 仅 当 存在 终 对 象 和 二 个 对 象 的 积 . 

Pl 2.3.8 ”集合 范畴 Set, 群 范畴 Gp, 环 范畴 Rng, 拓扑 空间 范畴 Top 和 关系 
范畴 Rel 中 都 存在 积 . 

例 2.3.9 ”度量 空间 范畴 Met 中 只 存在 可 数 积 . 一 个 偏 序 集 看 作 一 个 范畴 存在 
有 限 积 当 且 仅 当 该 偏 序 集 是 一 个 交 半 格 , 存在 积 当 上 且 仅 当 该 偏 序 集 是 一 个 完备 格 . 

定义 2.3.10 BEBE C 存在 积 . {fi : Ai 一 Bi |i c 1} 是 C 中 的 一 族 态 射 (I 
是 集合 ) , {p; : IA: > Aj 17E 了 与 {7; :I1Bi 一 Bj |j 了 分 别 是 {hi}ier 与 
{Bijer 的 积 . 则 存在 唯一 的 态 射 TT fi: II Ac 一 II B: 使 得 下 面 的 图 表 交 换 成 立 : 


De a 
Py | 
= VIER) 


我 们 称 该 态 射 为 态 射 族 (fier WH. MRI = {1 nn}, WA 经 常 记 作 fh 
xX 万. 

引 理 23.11 若 每 个 ie I, fi: Ai 一 Bi RASS, W TI f: A Be 
单 态 射 . 
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证 明 gh: CTA WE T fg = M fdr, 


c= 4 AB; 


Ay — 2-3 Bj 


则 对 任意 的 ie 1, 我 们 有 fipig = fipih 成 立 , BOR pig = pih. 由 命题 2.1.9 ns 
gah. 

命题 2.3.12 ” 设 范畴 C FER. I 是 集合 , 对 每 个 te 1, ei : Bi — A 7 
fig Ai > Bi 的 等 值 子 , W Me: 1A > 1A #2 T fi Mo 4A > TI B: we 
值 子 . 

证 明 ”对 每 个 Je 了 ipj: lA > Ajg :了 Bi 一 Bjrj:IIE 一 是 
射影 


ngs qa Hnr 


Tha 
可 |e 
fi 


Ej —— Aj; = B; 


首先 我 们 有 (II Ai)(IIei) = (fies) = II(9iei) = (19) (Tes). # h : C 4 TTA 
满足 (II fdh = Loh, WE fjpjh = gjpjh 对 每 个 7 EI RX. 因此 对 每 个 7 eI 
存在 一 个 态 射 hj : C 一 E; 使 得 pjh = ejhj, 从 而 由 积 的 万 有 性 质 存在 态 射 hh: C 一 
IIE: 使 得 hj = rjh 对 每 个 je 了 成 立 . 这 时 pj(I]ei)h = ejrjh = ejh; = pjh, 由 命 
题 2.1.9 可 得 (le: =h. 另外 由 于 每 个 ei 均 是 单 态 射 , 结合 引 理 2.3.11 ae 
(leh = h Hy h Sem — iy. 

推论 2.3.13 ”一 族 正则 单 态 射 的 积 仍然 是 正则 单 态 射 . 

对 偶 于 积 的 概念 我 们 可 以 定义 余 积 的 概念 . 

定义 2.3.14 Ü {Aj}jcy 是 范畴 C 中 的 一 个 离散 图 表 , 若 该 图 表 的 余 极 限 
{aj : Aj > Q |j E I} FE, 我们 称 {q; : 4; > Q |j E I} 是 对 象 族 {Ahes 的 余 
积 (coproduct), 称 每 个 qj ARIK (coprojection). 

例 2.3.15 考虑 集合 范畴 Set. BE {4;};ey 是 一 族 集合 , 作 {4j}jeJ 的 不 交 并 
H4 = Ujes(4 x {办 ), 对 每 个 je JI Gy: hj; > TA; 为 自然 的 包含 映射 , 则 
{qj : Aj > LA; lj € J} 是 {4j;}jey HRB. 

例 2.3.16 ”在 拓扑 空间 范畴 Top 中 , 余 积 就 是 拓扑 和 (不 交 并 赋 于 使 每 个 包 
含 映射 连续 的 最 粗 的 拓扑 ). 在 紧 Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Hoomp 中 , 余 积 是 拓扑 和 
的 Stone-Cech 紧 化 . 

例 2.3.17 ”在 群 范畴 Gp 中 , 余 积 就 是 群 的 自由 积 . 
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一 个 小 范畴 存在 积 (或 余 积 ) 是 一 个 很 强 的 条 件 , 事实 上 我 们 有 下 面 的 命题 . 

命题 2.3.18 ” 设 小 范畴 C 存在 积 (RRA), 则 对 任意 的 4, B s obC, 态 射 集 
C(A, B) 最 多 只 有 一 个 元 素 . 因此 任意 一 个 存在 积 (RRB) 的 小 范畴 都 同 构 于 一 个 
预 序 集 使 得 任意 一 族 元 素 都 存在 一 个 最 大 的 下 界 (或 最 小 的 上 界 ). 

证 明 C 存在 积 . 设 A,B eE obC 使 得 态 射 集 C(4, B) 含有 两 个 以 上 的 元 素 ， 
取 f,g € C(A, B), f #9. 令 集合 MorC 的 基数 card(MorC) =t. 考虑 B W t KE 
{pj : BY B |j < t}. 由 积 的 定义 我 们 有 card(C(4,B')) > 2t, 与 card(MorC)=t 
矛盾 . 因此 C(A, B) 最 多 含有 一 个 元 素 . 对 偶 地 可 证 余 积 的 情形 . 口 


练习 2.3 


1. 证 明 点 拓扑 空间 范畴 Top* 存在 有 限 积 和 有 限 余 积 . 

2. EARLE ( 见 1.1 节 练习 4) 范畴 存在 积 和 余 积 . 

3. WILE C HAAR, {pj :[] Ay 一 Ay lj EJ} 是 对 象 族 {Aj}jeJ 的 积 . 如 果 每 
个 As = A, RAE TL Ay 记 作 AY, HRA A th J OR. 证 明 对 象 C 是 范畴 C 中 的 一 个 余 
分 离子 当 且 仅 当 C 中 的 任意 对 象 都 是 CHEPEGH THR. 

4. 举例 说 明 满 态 射 的 积 不 必 是 满 态 射 , 对 偶 地 单 态 射 的 余 积 不 必 是 单 态 射 . 

5. 证 明 一 个 非 平凡 的 群 看 作 一 个 范畴 不 存在 有 限 积 和 有 限 余 积 . 

6. 对 偶 于 定义 2.3.10, 写 出 一 族 态 射 余 积 的 定义 并 直接 证 明 一 族 正 则 满 坊 射 的 
余 积 仍然 是 一 个 正则 满 态 射 . 

7. i {Ai ic I} RISC 中 的 一 族 对 象 , 则 {A ie 了} 中 的 元 素 的 有 限 积 的 
全 体 构 成 一 个 滤 子 图 {Ai x.… x Ain lij € Ij = 1,--nn €Z}. A {A |ie I} 
的 积 同 构 于 {An x … x Ai, |i; ETj = 1,…,n,n EZ} 的 滤 子 极限 . 


2.4 拉 回 与 推出 
定义 2.4.1 设 7=(. 一 :一 小 则 范畴 C 中 的 一 个 了 型 图 为 
B 
|. 
AG. 
BK 7 型 图 的 极限 存在 , 则 可 以 看 作 C 中 的 一 个 交换 的 方形 
i 


Pe 


o| 2 
f 


A——>C 
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我 们 称 该 方形 是 一 个 拉 回 方形 (pullback square), g PKA g HÆ f H HE (pullback)(f 
称 为 f 沿 着 9 ELE). 
由 极限 定义 可 以 看 出 , C 中 的 一 个 方形 


P—>B 
| g 
A—-+c 


是 一 个 拉 回 方形 当 且 仅 当 它 是 交换 的 并 且 对 任意 的 交换 方形 


p—>B 


| p 


A——>C 


存在 唯一 的 态 射 h: 户 一 呈 使 得 p= 二 ,gq = rh, 即 下 面 图 表 交换 


le: 


A—C 


如 果 范 畴 C 中 的 任意 一 个 形 如 A > C ~ B 的 图 表 都 存在 极限 , 则 称 该 范畴 存 
在 拉 回 . 

例 2.4.2 ”集合 范畴 Set 存在 拉 回 . 事实 上 图 表 A OL B 的 极限 可 表达 
ARR A x BHT A xc B= {(a,b)€ Ax B | f(a) = 9(b)} 为 顶点 的 锥 形 , AxcB 
到 4 与 B 的 映射 为 射影 . 即 下 面 方形 是 一 个 拉 回 方形 


Axc B= B 


A 


因此 我 们 有 时 也 把 拉 回 称 作 纤维 积 (fbre product). 

在 上 面 的 例子 中 , 拉 回 (纤维 积 ) 可 以 看 作 平行 映射 fpa,gps : AxB > C 的 
等 值 子 , 其 中 p4 : Ax B > AS pp : Ax B > BRB. 这 个 事实 在 一 般 的 范畴 
中 仍然 成 立 , 即 拉 回 可 以 由 积 和 等 信子 完全 确定 . 
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BH 243 ALC! B 是 范畴 C 中 的 一 对 态 射 , AMA Ax BSB 
是 4 与 BB 的 积 ,e :EE 一 4 xB 是 平行 态 射 fra,gre :4x 巨 一 C 的 等 值 子 , 则 下 
面 方形 是 一 个 拉 回 方形 
pp 


a 


A—C 


证 明 ”由 题 设 条 件 方形 的 交换 性 是 明显 的 . 设 


g 


— 


i 


| 


l,l 


是 一 个 交换 的 方形 . 则 由 积 的 定义 存在 一 个 态 射 (r,s) : Ê 一 Ax B 使 得 + = 
wa(r,8),8 = TB(r,s)， 因 此 有 fra(r,s) = gra(r,s)， 由 于 e:E 一 AxB 是 
Jra,grB : Ax B 一 C 的 等 值 子 , 存在 一 个 态 射 h : Ê 一 E 使 得 (r,s) = eh. 
从 而 有 7 = ra(r,s) = raeh,s = xB(r,s) = mech. 由 命题 2.1.9 满足 该 条 件 的 h 是 
唯一 的 . 口 

定义 2.4.4 ”给 定 范畴 C 中 的 一 族 态 射 M, 如 果 对 任意 的 ge M, g 沿 着 任 一 
态 射 f 的 拉 回 5 仍然 属于 M, 我 们 称 态 射 族 M 是 拉 回 保持 的 (pullback stable). 

命题 2.4.5 ” 单 态 射 族 和 正则 单 态 射 族 都 是 拉 回 保持 的 . 

TA 设 下 面 图 表 是 一 个 拉 回 方形 


SR 
o| | 
Ac 
其 中 f 是 一 个 单 态 射 . 若 uv:Q PRE fu = fo, W f(Gu) = (f9)u = (gfu = 
g(fu) = g(fv) = f(v), 因此 gu = ov. 由 命题 2.1.9 Wu = v. 


如 果 在 上 面 的 拉 回 方形 中 f 是 平行 对 态 射 ng : C 一 R 的 等 值 子 , 则 
(v9) f = (Pf)9 = (af)9 = q(9f) = (a9)F- 


% f: Ê> BWE (p9)f = (qg)f, 则 存在 一 个 态 射 +: 户 -A4 使 得 gf = ft, 由 
拉 回 定义 存在 态 射 h: P 一 使 得 有 = Fh. 另外 由 于 正则 单 态 射 是 单 态 射 以 及 前 
面 的 证 明 可 知 了 是 单 态 射 , 故 满足 这 样 条 件 的 h 是 唯一 的 . 这 样 我 们 就 证 明了 了 是 
平行 对 态 射 pg,49 : B > RR 的 等 值 子 . 口 
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设 (Am) 是 C 的 一 个 子 对 象 , f : B 一 C 是 一 个 态 射 ， 由 命题 2.4.5 可 知 
m :A 一 C 沿 着 f:B 一 C 的 拉 回 是 B 的 一 个 子 对 象 , 称 之 为 4 在 f 下 的 道 象 
记 作 fA). 例如 , 在 集合 范畴 中 , 若 4 是 C 的 一 个 子 集 , 了 : B 一 C 是 一 个 映射 ， 
f(A) 是 4 在 了 下 的 原 像 , 则 容易 验证 下 面 图 表 是 一 个 拉 回 方形 


JIA) — A 


bey 


B-C 


对 偶 于 拉 回 方形 , 我 们 可 以 引入 推出 方形 (pushout square) 的 概念 . 
定义 2.4.6” 设 了 =(: 一 一 ). 则 范畴 C 中 的 一 个 了 型 图 为 


c——-A 


Q 
<— 


若 该 7 型 图 的 余 极 限 存在 , 则 可 以 看 作 C 中 的 一 个 交换 的 方形 


oa 
p 
B-P 


我 们 称 该 方形 是 一 个 推出 方形 (pushout square), 9 #3 g t2 f Hy HEH (pushout)(f 
称 为 了 沿 着 9 的 推出 ). 
由 余 极 限 的 定义 可 以 看 出 , C 中 的 一 个 方形 


oa 


是 一 个 推出 方形 当 且 仅 当 它 是 交换 的 并 且 对 C 中 的 一 个 任意 的 交换 方形 
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存在 唯一 的 态 射 h: PP 一 户 使 得 u= hr, v= hs, 即 下 面 图 表 交换 


js 


Cc 
9 


也 一 一 ~ 


由 于 推出 方形 与 拉 回 方形 是 对 偶 概 念 , 因此 由 对 偶 原 理 我 们 可 以 得 到 命题 2.4.3 
与 命题 2.4.5 的 对 偶 命题 , 即 推出 可 以 由 余 积 和 余 等 值 子 完全 表达 , 并 且 满 态 射 的 推 
出 是 满 态 射 , 正则 满 态 射 的 推出 是 正则 满 态 射 . 


练习 2.4 


1. 证 明 f :4 一 已 是 单 态 射 当 且 仅 当 下 面 图 表 是 一 个 拉 回 方形 : 


1 
一 4 


A 
u| 7 
A—>B 

2. 若 下 面 图 表 中 的 上 下 两 个 方形 都 是 拉 回 方形 , 证 明 外 面 的 大 方形 仍然 是 一 
个 拉 回 方形 ， 


3. 试 直接 证 明 命题 2.4.3 与 命题 2.4.5 的 对 偶 命 题 . 

4. 设 C 是 一 个 范畴, BE obC. 证 明 切 片 范畴 C/ 甩 中 的 两 个 对 象 1 :4 一 BB 与 
9:C 一 B 的 积 就 是 范畴 C 中 :4 一 B 沿 着 g:C >B hamn. 

5. KT RGEC 中 的 终 对 象 ,证 明 下 面 方形 是 一 个 拉 回 方形 当 且 仅 当 忆 是 A 
与 BB 的 积 使 得 pa 5 pe 成 为 射影 . 
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6. 举例 说 明 满 坊 射 不 是 拉 回 保持 的 . 
7. & (B, f) 与 (C,g) 是 4 的 两 个 子 对 象 . 证 明 4 的 子 对 象 (D,h) X (B, f) 与 
(C,g) 的 交 当 且 仅 当 存在 一 个 拉 回 方形 _ 
D—>B 


RAE h= fo = of. 


2.5 ”完备 范畴 和 余 完 备 范畴 


本 节 我 们 来 讨论 一 个 给 定 范畴 中 存在 极限 和 余 极 限 的 情况 . 

定义 2.5.1 “如果 范畴 C 中 的 任意 I 型 图 (有 限 了 型 图 ) 都 存在 极限 , 则 称 C 
是 一 个 完备 范畴 (complete category)( 有 限 完备 范畴 (finitely complete category)). 

对 偶 地 我 们 可 以 定义 余 完备 范畴 (cocomplete category)( 有 限 余 完备 范畴 (finitely 
cocomplete category)). 

定理 2.5.2” 设 C 是 一 个 范畴 , 下 列 命题 等 价 : 

(1) C 是 有 限 完备 的 . 

(2) C 中 存在 有 限 积 和 等 值 子 . 

(3) C 中 存在 拉 回 和 终 对 象 . 

证 明 (1) (2) 是 显然 的 . 

(2) = (3) 由 命题 2.3.7 和 命题 2.4.3. 

(3) > (2): 由 命题 2.3.7 KUE C 中 存在 有 限 积 只 需 说 明 其 存在 二 元 积 , 但 是 对 
任意 的 A, B e obC, 容易 验证 在 下 面 的 拉 回 方形 中 A- P 一 B 就 是 A 与 B 的 积 
(其 中 了 是 终 对 象 ) 


| | 
a 
设 fg: 4 一 BB 是 一 对 平行 态 射 ,4 TA Ax BTE BiA S BHR. 由 积 的 
万 有 性 质 存在 态 射 (14,f): 4 一 4xB 与 (14,9):A 一 AxB. 


AxB 
A 


na za 


(lay) < (asf) 


f 
A<“— A=B 
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考虑 下 面 的 拉 回 方形 


E A 


| Jove N 
(14,9) Baa D 


我 人 有 e = Laer = (ralla, f))er = wa((La, fer) = ra((14,9)e2) = ez, 并 且 
fer = a(1a, fer = TB(14,9)ea = gez = ger. 

Gk: K 一 4 满足 fk = gk, WH ma(la,f)k = ma(la,g)k, Talla, f)k = 
Talla g)k. 因此 由 命题 2.1.9 可 知 (La, f)k = (La, g)k, 进一步 由 拉 回 的 万 有 性 质 存 
TEME— WY ASST h: K 一 已 使 得 大 = eh. 


E——A 


iS Jann 
A Ax B 


这 样 就 证 明了 el :已 一 4 是 平行 对 态 射 f,g : 4 一 B 的 等 值 子 . 
(2) > (1): 设 了 是 一 个 有 限 范畴 , D : I 一 C 是 一 个 图 . 下 面 我 们 利用 有 限 积 
和 等 值 子 来 构造 7 型 图 D 的 极限 . 
首先 我 们 形成 两 个 积 ， 
(P= II 2G) D ©) 


jEobI 


i€obT 


以 及 
(Q= J] D(coa(a)) 2% D(coa(s))) 
“a€MorT 


对 每 个 a € Mord, 存在 两 个 态 射 : 


BEMorI 


Teod(a) :已 一 D(cod(a)) 及 D(a)raom(a) : P + D(cod(a)), 
由 积 的 万 有 性 质 存在 一 对 平行 态 射 : 
(Teod(a))s (D(a)Tdom(a)) : P > Q. 


设 e:E 一 PP 是 这 一 对 平行 态 射 的 等 值 子 , 则 对 I 中 任意 态 射 5:; -7 有 
Tje = Teod(p)je = PA(Teod(a))€ = pa(D(a)raom(o))e = D(B)raom(p)e = D(B)rie, 
因此 {me : E > D(i) | i € bJ} 是 D 上 的 一 个 锥 形 . 我 们 来 证 明 锥 形 (me: E > 
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D(i) |i € bJ} 是 D 的 极限 . 


A 
hoof N 
M (D(a)raom(e)) 
Ef z =P =Q 
(Teoata)) 
WA SN pA 
Die) 


D(i) ————~ D0) 


B {fi: A Dli) | i € bJ} 是 D 上 的 一 个 锥 形 , 则 由 积 的 万 有 性 质 存在 态 射 
f= (有 i) :4 一 P. 对 J 了 中 任意 态 射 8:i 一 j 我 人 有 


Palmeod(a))f = Tif = fj = D(B)fi = D(B)mif = po(D(a)raomta)) f- 


由 命题 2.1.9 可 得 (ncod(a))f = (D(a) mdom(ay) f, 因此 由 等 值 子 的 万 有 性 质 存在 
唯一 的 态 射 h : 4 EAE f = eh, 从 而 fy = njeh 对 任意 的 j€ obT 成 立 . 同 理 
由 命题 2.1.9 可 知 满足 这 样 条 件 的 h 是 唯一 的 . 口 

类 似 于 上 面 命题 的 证 明 我 们 可 以 进一步 有 下 面 的 结果 . 

定理 2.5.3 ”范畴 C 是 完备 的 当 且 仅 当 C 存在 积 和 等 值 子 . 

由 对 偶 原理 , 我 们 可 以 得 到 范畴 的 有 限 余 完 备 性 和 余 完备 性 刻画 定理 如 下 . 

定理 2.5.4 WC 是 一 个 范畴 , 下 面 命题 等 价 : 

(1) C 是 有 限 余 完备 的 . 

(2) C 中 存在 有 限 余 积 和 余 等 值 子 . 

(3) C 中 存在 推出 和 初始 对 象 . 

定理 2.5.5 ”范畴 C 是 余 完备 的 当 且 仅 当 C 存在 余 积 和 余 等 值 子 . 

Bl 2.5.6 ”考虑 集合 范畴 Set, 我 们 知道 集合 范畴 中 存在 积 和 等 值 子 , 因此 是 
完备 的 . 并 且 集 合 范畴 中 存在 余 积 和 余 等 值 子 , 因此 是 余 完备 的 . 类 似 地 我 们 有 拓扑 
空间 范畴 Top、 群 范畴 Gp 和 紧 Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Hcomp 是 完备 和 余 完 备 
范畴 . 

例 2.5.7 “有限 集合 范畴 Fset 是 有 限 完备 和 有 限 余 完备 的 但 既 不 是 完备 的 也 
不 是 余 完备 的 . 


练习 2.5 


1. 证 明 一 个 偏 序 集 已 看 作 一 个 范畴 是 有 限 完备 的 当 且 仅 当 忆 存在 有 限 并 和 
最 大 元 , 对 偶 地 P 是 有 限 余 完 备 的 当 且 仅 当 PP 存在 有 限 交 和 最 小 元 . 进一步 证 明 
已 是 完备 的 (或 余 完备 的 ) 当 且 仅 当 已 是 一 个 完备 格 , 从 而 P 是 完备 的 当 且 仅 当 p 
是 余 完 备 的 . 
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2. 举例 说 明 一 个 完备 (RLS) LEHTEERLALS (RAS) 的 . 
3. 证 明 范 畴 C 是 有 限 完备 的 当 且 仅 当 C 存在 有 限 积 和 子 对 象 的 有 限 交 . 
4. 证 明 两 个 完备 (RLS) 范 哮 的 乘积 范 哮 仍 然 是 一 个 完备 (RAS) EH. 


2.6 ”保持 极限 的 函 子 


本 节 我 们 来 讨论 函 子 与 极限 的 关系 . 

定义 2.6.1 设 F:C 一 DD 是 一 个 函 子 , 了 是 一 个 小 范畴 如果 对 范畴 C 
中 的 任意 一 个 7 型 图 D : J 一 C 的 极限 {Ay : A 一 Dl) | j € bI}, MA 
{F(Aj): F(A) > FD(j) | j € bI} Æ J BA FD: J > D HRR, WRF F IR 
持 7 型 图 的 极限 . 

如 果 对 任意 的 小 范畴 I, F 保持 I 型 图 的 极限 , 则 称 F 保持 极限 . 

具体 地 如 果 F 保持 7 = (=) 型 图 的 极限 , 则 称 F 保持 等 值 子 ; 如 果 F 
保持 离散 图 表 的 极限 , 则 称 F 保持 积 ; 如 果 下 保持 了 =(: 一 一 -) 型 图 的 极限 , 则 
Pe F RPTL. 

对 偶 地 我 们 可 以 定义 F 保持 (I 型 图 ) 余 极限 的 概念 . 

由 定理 2.5.2 和 定理 2.5.3 立即 可 以 得 到 下 面 的 命题 . 

命题 2.6.2 设 已 :C 一 D 是 函 子 并 且 C 是 有 限 完备 的 , 则 下 面条 件 等 价 : 

(1) F 保持 有 限 极限 . 

(2) 五 保持 有 限 积 和 等 值 子 . 

(3) F 保持 拉 回 和 终 对 象 . 

命题 2.6.3 ” 设 C 是 一 个 完备 范畴 , 则 FF :C 一 D 保持 极限 当 且 仅 当 FF 保持 
积 和 等 值 子 . 

Pl 2.6.4 BBSKF F : Top — Set, 由 例 2.2.2 和 例 2.3.3 及 命题 2.6.2 可 
得 F 保持 极限 , 同时 F 保持 余 极 限 . 类 似 地 我 们 有 遗忘 函 子 G : Gp 一 Set 保持 极 
限 , 但 是 由 例 2.3.17 知 G 不 保持 余 积 从 而 G 不 保持 余 极限 . 

Pl 2.6.5 ”考虑 从 Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Haus 到 拓扑 空间 范畴 Top 的 包含 
RF I: Haus 一 Top. 容易 看 出 工 保持 极限 , 同时 了 保持 余 积 , 但 是 工 不 保持 余 等 
值 子 从 而 不 保持 余 极 限 (事实 上 Hausdorf 拓扑 空间 范畴 中 的 余 等 值 子 是 其 在 拓扑 
空间 范畴 中 余 等 值 子 的 Hausdorff 化 , 这 里 一 个 拓扑 空间 的 Hausdorff 化 是 指 该 拓 
扑 空间 的 Hausdorff 反射 , 我 们 将 在 随后 的 章节 中 专门 进行 讨论 ). 

命题 2.6.6 ”任意 一 个 态 射 函 子 保持 极限 . 

证 明 BF =C(A,—-): C Set 是 一 个 态 射 函 子 , D : I 一 C 是 一 个 图 ， 
{和 : 工 一 DO)} 是 DD 的 极限 . WRA (Fj) : F(L) > FDG)} 是 FD 上 的 一 个 
HER. 设 {aj : X + FD(j) = C(A, D(j))} 是 FD 上 的 一 个 锥 形 , 则 容易 看 出 对 每 个 
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ze X, {Qj(z) : A 一 DO)} 是 D 上 的 一 个 锥 形 , 因此 对 每 个 ze X, 存在 唯一 的 态 
射 /(z) : 4 一 工 使 得 ay(z) = Aj fla) 对 每 个 je obT 成立. 这 样 就 确定 了 一 个 态 
$f: X > F(L) = C(A, L) 满足 ai = FO;)f, 并 且 这 样 的 /是 唯一 的 . 


4 x 
se f 
oj(z) 3 ay(z) aj i Gy? 
á L ji F(L) 
he ay FOs) pe 
DO) —sm— DU FDO) 一 -OO FDO) 


口 

Ë FM G 是 两 个 自然 同 构 的 函 子 , 则 容易 验证 F 保持 I 型 图 的 极限 当 且 仅 
当 G 保持 了 型 图 的 极限 , 因此 我 们 有 下 面 的 结果 . 

推论 2.6.7 ”任意 一 个 可 表达 函 子 保持 极限 . 

EN 2.6.8 设 正 :C 一 了 是 一 个 函 子 : 

(1) 如 果 对 任 一 J ME D : I+ CUR D LAE (Aj: L > D(j) | j € obJ} 
使 得 {F(Aj) : F(L) > FD(j) | j € bJ} 是 FD HRR, WA {Xj : 工 一 DO)17e 
ob 了 } 是 D 的 极限 , 我 们 称 F 反射 极限 (reflect limit). 

(2) 如 果 对 任 一 了 型 图 D : 了 一 C, Ë FD 的 极限 存在 , 则 存在 D 上 的 唯一 
的 一 个 锥 形 { : T 一 DO) | j € bI} 使 得 {F(uj) : F(T) > FD(j) | j € bI} 
是 FD 的 极限 并 且 {uj : T 一 D(j) | j € bJ} 是 D 的 极限 , 我 们 称 F 产生 极限 
(create limit). 

对 偶 地 我 们 可 以 定义 函 子 已 反射 余 极限 和 产生 余 极限 的 概念 . 

例 2.6.9 ”考虑 遗忘 函 子 FF: Gp 一 Set. 由 群 构造 容易 验证 F 产生 极限 . 

例 2.6.10 ”遗忘 函 子 F : Top 一 Set 不 反射 极限 (只 需 考虑 等 值 子 的 情况 
即 可 ). 

由 定义 可 以 看 出 若 FF 产生 极限 则 F 反射 极限 , 但 反之 不 成 立 . 

例 2.6.11 ”考虑 仿 紧 拓 扑 空间 范畴 到 拓扑 空间 范畴 的 包含 函 子 了 : Para 一 
Top. 容易 看 出 了 反 射 极限 (事实 上 任意 一 个 局 部 满 的 包含 函 子 都 反射 极限 ), 但 I 
不 产生 极限 (只 需 考虑 积 的 情况 即 可 ). 

例 2.6.12 考虑 从 Abel 群 范畴 到 群 范畴 的 包含 函 子 1: AbGp 一 Gp. I 反射 
余 积 但 是 不 保持 余 积 (事实 上 一 族 Abel 群 {4; | j € J} 在 Gp 中 的 余 积 DA; 是 
Abel 群 当 且 仅 当 最 多 有 一 个 A; 是 非 平凡 群 ). 
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练习 2.6 


1. 对 偶 于 定义 2.6.1 和 定义 2.6.8, AS HT PF: CD 保持 和 反射 余 极 限 的 
BM. 

2. X 是 一 个 集合 , ARRET X x — : Set 一 Set 保持 余 极 限 . 

3. t 4 是 一 个 集合 , 证 明 态 射 画 子 Set(A, 一 ) : Set 一 Set 反射 极限 . 

4. 证 明 紧 Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Hoomp HK SIE Hit SH FU : Hcomp 一 
Set 产生 极限 . 

5. 设 F : Set Set RHF. 证 明 已 保持 积 当 且 仅 当 已 是 一 个 可 表达 函 子 . 

6. HEPC 是 有 限 完备 和 有 限 余 完备 的 , 试 利用 2.2 节 习题 1 的 结果 证 明 如 
RAF F:C 一 DD 保持 有 限 极 限 则 下 保持 单 态 射 ,如果 F 保持 有 限 余 极 限 则 FOR 
HASH. 
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我 们 知道 , 两 个 偏 序 集 5 与 P 之 间 的 一 对 保 序 映射 :5S 一 P 与 9:P 一 5 
是 一 对 Galois 联络 当 且 仅 当 对 任意 的 s€ Sp E€ P, p < f(s) => g(p) < s RL. 如 
果 我 们 将 S 与 已 看 作 范畴 , f g 看 作 一 对 函 子 , 则 我 们 可 以 用 范畴 的 语言 表达 为 
f :5 一 与 g:P 一 5 是 一 对 Galois 联络 当 且 仅 当 对 任意 的 se€ S,pe P, 态 射 
集 Pip, f(s)) 与 态 射 集 5(g(p),s) 之 间 存 在 一 个 一 一 到 上 的 映射 . 诸如 此 类 的 例子 
在 数学 研究 中 广泛 存在 , 我 们 可 以 将 其 抽象 为 范畴 概念 , 称 之 为 一 对 伴随 函 子 . 函 子 
的 伴随 性 质 在 许多 具体 的 范畴 中 大 量 存在 并 且 被 广泛 应 用 , 因此 被 称 为 范畴 论 中 最 
有 价值 的 概念 . 


3.1 伴随 函 子 的 定义 
定义 3.1.1 设 忆 :4 一 B,G:B 一 4 是 一 对 函 子 . 考虑 下 面 两 个 双 函 子 ， 


A? x B > Set : (A, B) + B(F(A), B), 
A? x B — Set : (A, B) + A(A, G(B)). 


若 这 两 个 双 函 子 之 间 存 在 一 个 自然 同 构 , 则 称 下 与 G 是 一 对 伴随 函 子 (adjoint pair), 
F È G 的 左 伴 随 (left adjoint)(G 是 下 的 右 伴随 (right adjoint), 记 作 (F 4G).f 
上 面 的 定义 中 的 自然 同 构 可 以 等 价 地 叙述 为 对 任意 的 A e ob4, B € obB, 存 
在 一 个 一 一 到 上 的 映射 pas : B(F(A), B) > A(A,G(B)) 满足 对 A 中 的 任意 态 射 
k: A’ A Al B 中 的 任意 态 射 hh: B 一 B', 下 面 两 个 图 表 交 换 : 
PAB 


B(F(A), B) ——> A(A, G(B)) 


PaB 


B(F(A'), B) —> A(A’, G(B)) 


PAB 


B(F(A), B) ——> A(A, G(B)) 


Pa.B 


B(F(A), B') —> A(A,G(B')) 
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例 3.1.2 设 已 : Set 一 Gp 是 自由 群 函 子 , G : Gp 一 Set 是 遗忘 函 子 , 则 由 自 
由 群 构造 不 难 验证 F G 是 一 对 伴随 函 子 (F 4G). 

例 3.1.3 BD: Set 一 Top 是 一 个 函 子 使 得 对 每 个 集合 X, D(X) AUX 为 
底 集 的 离散 拓扑 空间 . U : Top 一 Set 是 遗忘 函 子 , 则 D 是 U 的 左 伴随 (D 40). 设 
T : Set 一 Top 是 一 个 函 子 使 得 对 每 个 集合 X, T(X) 为 以 X 为 底 集 的 平庸 拓扑 空 
间 , UT He U 的 右 伴随 (U 47). 

例 3.1.4 i Idem 是 一 个 范畴 其 对 象 为 所 有 的 序 对 (X,e)( 这 里 X 是 一 个 
集合 , e 是 X 上 的 一 个 知 等 算 子 , 即 自 映 射 e : X 一 X 满足 ee = e)， 一 个 态 
St f : (X,e) 一 (X'e) 是 指 一 个 映射 / : X X 满足 fe = ef. 考虑 函 子 
F : Set 一 Idem 使 得 对 每 个 集合 X, F(X) = (X,1x). BF G : Idem 一 Set 使 得 对 
任意 序 对 (X,e), G(X,e) = {x € X | x = e(x)} = {e(z) |z € X}. 则 不 难 验证 下 与 
G 是 一 对 伴随 函 子 (F 4G). 

例 3.1.5 设 1 是 只 有 一 个 对 象 和 一 个 态 射 的 范畴 , 则 任意 范畴 C 存在 唯一 的 
RT F:C 一 1. 不 难 验证 下 存在 左 伴随 ( 右 伴随 ) 当 且 仅 当 C 存在 初始 对 象 ( 终 对 
®). 

EH 3.1.6 设 下 :4 一 B,G:B 一 4 是 一 对 函 子 .下 与 G 是 一 对 伴随 函 子 
(FAG) 当 且 仅 当 存在 两 个 自然 变换 


n:14—> GF, e: FG —> 1g 
满足 条 件 (Ge)(nG) = lc, (€F)(Fn) = 1r, 即 下 面 的 图 表 交 换 ， 


nG Fn 
G —> GFG F ——> FGF 


证 明 FS GEHE (F 4G), 则 对 任意 的 4 E ob4, B € obB, 存在 
一 个 一 一 到 上 的 映射 pa,p : B(F(A), B) 一 A(A,G(B)). & na :4A 一 GF(4) 为 
na = 4,F(4)(1F(4))， EB : FG(B) + BH eB = yatp),a(16(B)): 首先 我 们 来 说 明 
n: Aw (na: A> GF(A)) $j e : BH (ep: FG(B) > B) 都 是 自然 变换 . 

Bh: 4 一 A’, RIE FAT AR 


A—“+GF(A) 
h GF(h) 


A 4s GF(A') 
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我 们 只 需 考虑 下 面 交换 的 图 表 : 


PAPIA) 


B(F(A), F(A)) —> A(A, GF(A)) 


PAFA’) 


B(F(A), F(A’)) —> A(A, GF(A’)) 


PA,F(A') 


B(F(A), F(A')) ——> A(A,GF(A')) 


B(F(A'), F(A) EEA, G(A')) 
由 第 一 个 方形 的 交换 性 有 GF(h)na = GF(h)pa,rp(a)(1F(4)) = Parca (F(A); 
由 第 二 个 方形 的 交换 性 有 pa,F(4')(F(h)) = pa',F(4)(1F(4))h=74'h, 故 GF(h)na = 
nah. 因此 n: 14 一 GF 是 一 个 自然 变换 . 类 似 地 可 证 : FG 一 1p 是 一 个 自然 变 
换 . 
MIE (Ge)(nG) = 1c. 对 每 个 Be obB, H en : FG(B) 一 B 出 发 我 们 来 考虑 下 
面 的 交换 方形 即 可 . 


JPG(B),FG(B) 
一 一 一 一 ~ 


B(FG(B), FG(B)) A(G(B),GFG(B)) 


pan), 


B(FG(B), B) 


A(G(B), G(B)) 


类 似 可 证 (Fn)(eF) = 1r. 

反之 如 果 存 在 自然 变换 n: 14 一 GF 与 = : FG > Ip 满足 (Ge)(nG) = 1e, 
(eF)(Fn) = 1r- 

A € ob4,B € obB. & p48 : B(F(4),B) 一 A(A,G(B)) 使 得 对 任意 的 
g : F(A) > 也,p4,B(9) 为 复合 

A ™, GF(A) © G(B), 

同时 令 04,5 : A(A,G(B)) 一 B(F(A), B) 使 得 对 任意 的 hh: 4 一 G(B),94,8(h) 为 
复合 


F(A) 2® FG(B) £ B. 


则 由 < 的 自然 变换 性 以 及 等 式 (eF)(Fn) = 1r 我 们 有 


04,BPp4,B(9) = eBFG(g)F (na) = 9¢r(4)F (na) = 91 F(a) = 9- 
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因此 04,8p4,8 : B(F(A),B) > B(F(A),B) 是 一 个 恒 同 映射 。 类 似 地 , 我们 有 
p4804,8 : A(A,G(B)) > A(A,G(B)) 是 一 个 恒 同 映射 . 因此 p48 : B(F(4), B) > 
A(4,G(B)) 是 一 个 一 一 到 上 的 映射 .而 由 了 与 的 自然 变换 性 容易 验证 p 的 自 
然 性 . 口 

我 们 称 定理 3.1.6 中 的 自然 变换 7 : 14 一 GF 为 该 伴随 的 单位 (unit), e: FG 一 
1s 为 该 伴随 的 余 单 位 (counit). 由 该 定理 我 们 可 以 看 出 一 对 函 子 的 伴随 性 由 单位 
和 余 单位 完全 确定 , 因此 我 们 经 常 将 伴随 (F 4G) 表示 为 (F,G,n,e) :4A 一 B. 

定理 3.1.7 设 下 :4 一 B,G:B 一 4 是 一 对 函 子 , 则 下 面 命题 等 价 : 

(1) (F4@). 

(2) 存在 一 个 自然 变换 n: 14 GF 使 得 对 任意 A E obA, na : A > GF(A) W 
足 G 对 4 的 万 有 性 质 : 

对 任意 的 有 : A 一 G(B), 存在 唯一 的 g: F(A) > B 使 得 f = G(g)na, 即 下 面 
图 表 交 换 ， 

A—“+GF(A) 


ge G9) 


G(B) 
(3) 存在 一 个 自然 变换 = : FG 一 1g 使 得 对 任意 B € obB, ep : FG(B) > B Ñ 
E F Xt B 的 万 有 性 质 : 
对 任意 的 h: F(A) 一 B, 存在 唯一 的 t: A G(B) 使 得 hh=epF(t), 即 下 面 图 
表 交 换 : 
FG(B) —*> B 


x 


F(t) 
F(A) 


证 明 (1)>(2) 由 定理 3.1.6, 伴随 (F 4G) 确定 一 个 单位 7 : 14 一 GF, 对 任 
意 A e ob4, 我 们 来 验证 na : A GF(A) 满足 G 对 4 的 万 有 性 质 . 

WS: A — G(B), 由 伴随 (F 4G) 存在 一 一 到 上 的 映射 4,B : B(F(A), B) 一 
A(A,G(B)). & 9: F(A) > BW g = walp(f), 考虑 下 面 的 交换 方形 


PA,F(A) 


B(F(A), F(A)) —> A(A, GF(A)) 
9 G(g) 


B(F(A), B) A(A, G(B)) 


PAB 


我 们 有 G(g)na = 9p4,B(9), BI f = G(g)na, 并 且 这 样 的 9 是 唯一 的 . 
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(2)= (1) 对 任意 的 4e obA, B € obB, & 
pa, : B(F(A), B) > A(A,G(B)), gm G(g)na 


由 题 设 可 知 p4,8 是 一 一 到 上 的 . 
另外 对 任意 的 f: A’ 一 A, 考虑 到 7 是 自然 变换 容易 验证 下 面 方形 交换 : 


PAB 


B(F(A), B) —> A(A, G(B)) 


Pale 


B( F(A’), B) —> A(A’,G(B)) 


同时 对 任意 的 A: B 一 B', 由 于 G 是 函 子 , 下 面 的 方形 交换 ， 


PAB 


B(F(A), B) —> A(A, G(B)) 


B(F(A), B’) 24% A(A,G(B’)) 

类 似 地 我 们 可 以 证 明 (1)<>(3). 口 

例 3.1.8 üt P : Topo 一 Poset 是 例 1.2.12 中 定义 的 函 子 . 对 任意 一 个 偏 序 
集 L, 世上 的 Alexandroff 拓扑 是 指 由 L 中 的 所 有 上 集 形成 的 拓扑 ( CL 是 一 
个 上 集 当 上 且 仅 当 z € U,z <y => y EU). 记 AL) WL WRF Alexandroff 拓扑 的 
拓扑 空间 , 则 不 难 验证 AL) 是 一 个 To 拓扑 空间 . 若 f : L M 是 偏 序 集 之 间 
的 保 序 映射 , 则 f : AL) 一 AM) 是 一 个 连续 映射 . 这 样 我 们 就 定义 了 一 个 函 子 
A : Poset 一 Topo. 设 义 是 一 个 To 拓扑 空间 , 则 恒 同 映射 nx : 4(P(X)) > X 是 一 
个 连续 映射 , 因此 7 : AP 一 1Top。 是 一 个 自然 变换 . 对 任意 的 偏 序 集 工 及 连续 映射 
9 : A(L) > X, g: L > P(X) 是 一 个 保 序 映射 , 因此 由 定理 3.1.7 可 得 函 子 4 是 已 
的 左 伴随 (A -+ P). 如 果 To 拓扑 空间 X 中 的 任意 一 个 点 都 存在 最 小 的 开 邻 域 (等 价 
地 X 的 任意 多 个 开 集 的 交 仍然 是 开 集 ), 则 称 X 是 一 个 Alexandrof 拓扑 空间 . 容易 
验证 To 拓扑 空间 义 是 一 个 Alexandroff 拓 扑 空间 当 且 仅 当 关上 的 拓扑 恰好 等 同 于 
偏 序 集 P(X) 上 的 Alexandroff 拓扑 . 进一步 我 们 考虑 由 Alexandroff 拓扑 空间 构成 
的 To 拓扑 空间 范畴 Topo 的 满 子 范畴 ATop, 则 我 们 可 以 看 出 函 子 已 在 Alexandroff 
拓扑 空间 范畴 上 的 限制 P : ATop 一 Poset 是 一 个 同 构 , 因此 Alexandroff 拓扑 空间 
范畴 ATop 同 构 于 偏 序 集 范畴 Poset. 

推论 3.1.9 若 忆 FF' :A 一 B 都 是 G:B 一 A 的 左 伴随 , 则 下 与 FP 是 自然 
同 构 的 . 

证 明 (FAG) 与 (F' 4G) 同时 成 立 , 由 定理 3.1.7, 存在 自然 变换 :14 一 
GFA N : La > GF" 使 得 对 任意 AeEobA,n4:4 一 GF(4) 和 :4 一 GF'(4) 都 
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满足 G 对 4 的 万 有 性 质 . 因此 可 得 对 任意 的 A e ObA, 存在 r4 : F(A) > F'(A), sa : 
F'(A) > F(A) 使 得 G(ra)na = n4, G(sa)4 = na, 


A—“*~ GF(A) 


| Gra) r 
ms 
Ao G(sa) 


GF"(A) 


故 G(sara)na = G(sa)G(ra)na = G(sa)na = na = G(lrqa))na, H G 对 4 的 万 有 
性 质 可 知 sara = 1F(4)- 同 理 有 rasa = 1p), 因此 ra : F(A) 一 F'(A) 是 一 个 同 
构 . 类 似 地 可 以 证 明 r 的 自然 性 , 即 7 :下 一 F 是 一 个 自然 同 构 . 口 
上 面 的 结果 表明 一 个 函 子 的 左 伴随 在 同 构 的 意义 下 是 由 该 函 子 唯一 确定 的 , 对 
偶 地 , 我 们 也 可 以 得 到 任意 一 个 函 子 的 右 伴随 在 同 构 的 意义 下 是 由 其 唯一 确定 的 . 


练习 3.1 


1. 试 写 出 例 3.1.2~ 例 3.1.5 的 详细 证 明 . 

2. AAF P:A+B, G: 忆 一 C 都 存在 左 伴随 , 证 明 复合 画 子 GF :4 一 C 存 
在 左 伴随 . 

3. X fe Y 是 集合 ,了 :X >Y ARH. So RRR P(X) 和 P(Y)( 关 于 
OSA) AEF, 则 /请 导出 两 个 函 子 


F7: P(X) + P(Y), F(A) = F(A), AE P(X), 
fo: P(Y)> P(X),  f-(B)=f-\(B), Be P(Y). 


证 明 三 与 fj- 是 一 对 伴随 函 子 FO fo. 

4. 证 明 函 子 G : D 一 C 存在 左 伴随 当 且 仅 当 对 任意 的 C € obC, 复合 函 子 
DL e Oset 是 一 个 可 表达 函 子 . 

5. () 设 下 :C 一 了 和 G:D 一 C 是 一 对 等 价 画 子 , CAF AG 的 左 伴随 同 
时 是 右 伴随 FAG, GAF. 

(2) Æ F : Set 一 Set # G : Set + Set MR FAG 的 左 伴随 同时 是 右 伴 随 
FAG,GAF, R| F 5 GRAFH F. 

6. 设 (F,G,n,£) : A > B, 证明 下 面条 件 等 价 : 

(1) 对 任意 的 A € obA, Fna : F(A) 一 FGF(A) 是 一 个 同 构 . 

(2) 对 任意 的 4 € obA, ep(4) : FGF(A) > F(A) 是 一 个 同 构 . 

(3) 对 任意 的 A € ob4, GeF(4) : GFGF(A) > GF(A) 是 一 个 同 构 . 

(4) 对 任意 的 A € ob4，GFma = nerqa): 

(5) 对 任意 的 B € obB, GF nap) = nGFG(B)- 
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3.2 伴随 函 子 定理 


引 理 3.2.1 (FAG): AB. N G 保持 极限 并 且 F 保持 余 极限 . 

证 明 i {A : B > DG) |jcobI} BI BAD: I> BARR, 则 容易 看 
出 {GQ3) : G(B) > GD(j) | j € bI} Æ GD 上 的 一 个 锥 形 . 若 {oj : A => GDC) | 
j E bJ} 是 GD 上 的 一 个 锥 形 , 由 定理 3.1.7, 存在 态 射 na: A 一 GF(A) 满足 G 
对 A 的 万 有 性 质 . 因此 对 每 个 7 E ob.7, 存在 唯一 的 态 射 fj: F(A) 一 DO) 使 得 
aj = G(f;)na. 容易 验证 {fj : F(A) > DO)17 E€ bI} 是 D 上 的 一 个 锥 形 ， 


A—“+ GF(A) 
«| RD hy) 


A 
GD(j) —~ GD(j') 


因此 存在 态 射 了 : F(A) > B 使 得 f; = 和 jf. 则 复合 态 射 h = G(f)na: A > G(B) 
满足 aj = G(Xy)h. 

另外 若 9 : 4 一 G(B) 也 满足 a; = G(XAj)g, 则 存在 9 : F(A) > B 使 得 
9 = G(g')na. 这 时 Gjf)n4 = aj = G( 和 Nj)G(g na = GAj9!)na, 由 唯一 性 可 知 
Aj f = Ajo’, 进一步 由 命题 2.1.9 可 得 了 = g', Ht h = g. 

类 似 地 可 以 证 明 F 保持 余 极 限 . 口 

设 G :8 一 4 是 函 子 , 4 是 A 中 的 一 个 对 象 . 考虑 所 有 的 序 对 (B,f)( 这 里 
B € obB, f : A G(B) 是 4 中 的 一 个 态 射 ) (B, f) 到 (B', 户 ) 的 一 个 态 射 是 指 B 
到 B' 的 一 个 态 射 g:B 一 B' 满足 f= G(g)f, 即 下 面 图 表 交换 ， 


A 
了 r 


G(B) (9) 


G(B') 


则 容易 看 出 这 样 定义 了 一 个 范畴 , 我 们 将 该 范畴 记 作 (A 1 G). 
范畴 (A | G) 到 范畴 B 存在 一 个 遗忘 函 子 U : (A | G) 一 B 使 得 任意 的 
9: (B, f) > (B’, f’) 对 应 为 g:B 一 B'. 
引 理 3.2.2 BYE B 存 在 I 型 图 极限 并 且 函 子 G : B 一 A 保持 了 型 图 极限 ， 
则 对 任意 的 A € obA, 范畴 (A | G) 存在 了 型 图 极限 并 且 遗 忘 函 子 U: (A |G) > B 
产生 了 型 图 极限 . 
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证 明 kD: I> (ALG) 是 一 个 了 7 型 图 , 记 它 的 第 了 THA (B; fi), W 
UD 是 范畴 8 中 的 一 个 了 型 图 , 设 其 极限 为 {aj : B 一 B;|j e ob7}. HARA 
{G(a;) : G(B) > G(B;) | j € ob 了 } 是 GUD 的 极限 , 但 是 明显 地 {f; : A > G(B;) | 
jE bJ} 是 GUD 上 的 一 个 锥 形 , 因此 存在 的 唯一 态 射 f : A 一 G(B) 使 得 对 任意 
的 7eob7 A fj = Glas) f 成 立 . WERE {aj:(B,f) 一 (Bj,f;)|jeobJI} 是 D 


的 极限， 
ZN 
AA ) R 
G(Bi) G(B;) 
MU: (4 1 G) > D 产生 I 型 图 极限 容易 看 出 


引 理 3.2.3 设 G :有 一 4 是 函 子 . G 存在 左 伴随 当 且 仅 当 对 任意 的 A E obA, 
范畴 (A | G) 存在 初始 对 象 . 

证 明 & (FAG), n: 1a > GF 是 该 伴随 的 单位 , 则 由 定理 3.1.7 可 知 对 任意 
的 4eob4,ma:4 一 GF(4) 满足 G 对 4 的 万 有 性 质 , 从 而 (F(A), na) 是 (41G) 
中 的 起 点 对 象 . 

反之 , 对 任意 的 A € ob4, 设 (F(A), na) 是 (4 1 G) 中 的 初始 对 象 . Bf: 4 一 
Al 是 4 中 的 态 射 , 则 存在 唯一 的 态 射 F(f) : F(A) 一 F(A’) 使 得 下 面 图 表 交 换 ， 


A G(F(A)) 


f GF(f) 


A “> G(F(A)) 


这 样 我 们 就 定义 了 一 个 函 子 FP: A B 使 得 n : 14 一 GF 成 为 一 个 自然 变换 , 并 
且 对 任意 A e obA, na : A GF(A) 满足 G 对 A 的 万 有 性 质 , 因此 由 定理 3.1.7 
(FAG). 

定理 3.2.4( 广 义 伴随 函 子 定理 ) ” 设 范畴 B 是 完备 的 , G : 8 一 A 是 一 个 函 S 
则 G 存在 左 伴随 当 且 仅 当 下 面条 件 成 立 : 

(1) G 保持 极限 . 

(2) 解答 集 条 件 (solution set condition): 对 每 个 A < obA, 存在 一 个 集合 
{(Bi, fi) | i € I} C ob(4 | G) 满足 对 任意 的 g :4 一 G(C), FE i € IMB 
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中 的 态 射 h: Bi 一 C 使 得 9 = G(h)fi- 

证 明 车 (F -4G), 则 由 引 理 3.2.1, G 保持 极限 并 且 对 每 个 4 E obA, {(F(A),na)} 
满足 条 件 (2)( 这 里 7 是 该 伴随 的 单位 ). 

反之 设 G 满足 条 件 (1) 和 (2). 由 引 理 3.2.3, 我 们 只 需 证 明 对 任意 的 A e obA, 
(A | G) 中 存在 初始 对 象 , 但 是 由 引 理 3.2.2 范畴 (A | C) 是 完备 的 , 因此 我 们 只 需 
证 明 如 果 一 个 完备 范畴 C 存在 一 个 对 象 集 {Ci | ie 了 使 得 任意 的 C e obC, 存在 
tel MASH f: Ci C, MC 中 存在 初始 对 象 . 

设 C 是 满足 上 述 条 件 的 范畴 , 令 P= TIC. 是 {Ci|ie 了 的 积 . 考虑 所 有 从 PP 
到 P 的 态 射 全 体 看 作 一 个 图 表 . 若 其 极限 为 Q- P, 我 们 来 证 明 Q Æ C 中 的 初 
始 对 象 . 

首先 对 任意 的 C e obC, HEHE i c I MBH QT P40, 30. F fg: R> 
C, the: B+ Qk fg: QC 的 等 值 子 . 存在 一 个 态 射 r : 书 一 已 = 也 一 Ci 一 已 
由 于 mm:Q@ 一 已 是 已 到 已 的 所 有 态 射 构 成 的 图 表 的 极限 , 故 有 (mer)m = 1pm, B 
m(erm) = mlo, 由 命题 2.1.9 可 得 erm = 1g. 但 是 e 是 单 态 射 , 从 而 由 命题 1.4.4 
可 知 e 是 一 个 同 构 , 因此 由 命题 2.2.3 得 f = g. 


口 

例 3.2.5 “和 群 范畴 到 集合 范畴 的 遗忘 函 子 U : Gp 一 Set 存在 左 伴随 . 事实 上 
由 群 范畴 的 积 和 等 值 子 的 构造 知 , U 保持 积 和 等 值 子 从 而 保持 极限 , 并 且 群 范畴 是 
完备 的 , 因此 要 证 明 U 存在 左 伴随 只 要 说 明 U 满足 解答 集 条 件 . 

设 4 是 一 个 集合 , 注意 到 对 任意 一 个 群 G 及 任意 的 映射 了: A 一 U(G) 都 可 以 
分 解 为 4 一 U(G') — U(G), 这 里 G' 表示 由 像 集 f(4) 生成 的 G 的 子 群 . 而 G' 中 的 
元 素 可 以 表示 为 f(4) 中 的 元 素 与 其 逆 元 素 的 有 限 积 , 因此 有 card(G’) < Nocard(A). 
这 样 我 们 可 以 取 解 答 集 为 {(G,f) | f :4 一 U(G),G CN x A}. 

定理 3.2.6( 特 殊 伴随 函 子 定理 ) H B 是 一 个 完备 的 、 良 备 的 范畴 并 生存 在 一 
个 余 分 离 集 . 则 函 子 G : 8 A 存在 左 伴随 当 且 仅 当 G 保持 极限 . 

证 明 ”只 需 证 明 充分 性 . 

类 似 于 定理 3.2.4 的 证 明 , 设 A € ob4, 考虑 范畴 (A | G). 由 引 理 3.2.2 得 
(A | G) 是 完备 的 并 且 (A | G) 中 的 任意 态 射 h: (B,f) 一 (B',g) 是 单 态 射 当 且 仅 
4h: B 一 B' 是 B 中 的 单 态 射 , 因此 (A | G) 仍然 是 良 每 的. 另外 若 {Bi | i EI} 
是 B 中 的 余 分 离 集 , 则 明显 的 有 {(Bi,f) | fe A(A,G(B)),i € 1} (ALG) 中 的 
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一 个 余 分 离 集 因此 我 们 只 需 证 明 如 果 一 个 完备 且 良 宕 的 范畴 C 中 存在 一 个 余 分 
离 集 , 则 C 中 存在 初始 对 象 即 可 - 

设 {Ci | ie 1} 是 C 中 的 一 个 余 分 离 集 , 记 已 = [hier i 为 {Ci | i € 1} 的 积 ， 
记 @ 为 己 的 所 有 子 对 象 的 交 . 我 们 来 说 明 Q 是 C 中 的 初始 对 象 . 

首先 若 C 中 存在 不 同 态 射 ms : 8 一 B, 则 其 等 值 子 仍然 是 P 的 一 个 子 对 象 并 
且 在 子 对 象 偏 序 集中 小 于 Q, 这 与 Q 是 最 小 元 矛盾 因此 Q 到 C 中 的 任意 对 象 至 
多 存在 一 个 态 射 . 

其 次 对 任意 的 C e obC, 令 卫 S 了 为 满足 存在 态 射 C 一 C; 的 j 的 全 体 的 集合 ， 
Myer Ci A {Cj 17 E 7'} 的 积 , 则 存在 一 个 态 射 了: C 一 Tljer Ci. 由 于 {Ci |i €I} 
是 余 分 离 集 , 容易 看 出 f 是 单 态 射 . 考虑 下 面 的 拉 回 方形 : 


| i. Tier Gi 

Cc 一 -~ Ter Gi 
由 命题 2.4.5 可 知 是 单 态 射 , 故 B 是 P 的 一 个 子 对 象 . 因为 8 是 P 的 所 有 子 对 
象 的 交 , 因此 存在 一 个 态 射 Q 一 B, 这 时 我 们 有 复合 态 射 8 一 B 一 C. 口 


例 3.2.7 考虑 紧 Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Hcomp 到 Tychonof 拓扑 空间 范畴 
的 遗忘 函 子 U : Hcomp 一 Tych. 由 于 紧 Hausdorff 拓扑 空间 的 积 仍然 是 紧 Hausdorff 
空间 并 且 若 X 是 紧 Hausdorff 空间 , f,g : X + Y 是 连续 映射 , 则 f,g 的 等 值 子 是 
区 的 闭 子 空间 从 而 是 紧 Hausdorff 的 , 因此 范畴 Hcomp 是 完备 的 并 且 U 保持 极限 . 
另外 对 任意 的 紧 Hausdorf 拓扑 空间 X, X 的 一 个 子 对 象 对 应 于 X 的 一 个 闭 子 空 
间 , 从 而 Hcomp Æ R RERS, 并 且 单位 闭 区 间 工 = [0.1] 是 Hcomp 中 的 一 个 余 分 离子 . 
因此 由 特殊 伴随 函 子 定理 , U 存在 左 伴 随 . 


练习 3.2 


1. 证 明 从 紧 Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Hcomp HRSREHMS HF U: 
Hcomp 一 Set 存在 左 伴随 . 

2. i ARIE Rng 到 Abel 群 范畴 AbGp sit FHF F : Rng 一 AbGp 存在 
左 伴随 . 

3. 设 (F,G,n,€): A B. A F RARAHI. 


3.3 反射 子 范畴 和 余 反 射 子 范畴 


定义 3.3.1 WH DEC 的 满 子 范畴 . 如 果 包 含 函 子 1 : DC 存在 左 伴 
BE, 我 们 称 D 是 C 的 反射 子 范畴 (reflective subcategory). # (F,I,n,€) : € + D, 
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WHR F : C 一 D 为 反射 函 子 (reflective functor), 对 任意 的 C € obC, HAH 
no : C + IF(C) 为 对 象 C 的 D RAH (D-reflection for C). 

SBM MRS RF I: D 一 C 存在 右 伴随 , 我 们 称 D 是 C 的 余 反 射 子 范畴 
(coreflective subcategory). #7 (1,G,n,e) : D — C, 则 称 函 子 G:C 一 了 为 余 反射 函 
子 (coreflective functor), 对 任意 的 C € obC, 称 态 射 ec : IG(C) 一 C 为 对 象 C 的 
D RA (D-corefiection for C). 

例 3.3.2 Abel 群 范畴 AbGp 是 群 范畴 Gp 的 反射 子 范畴 . 事实 上 这 时 包含 
函 子 的 左 伴随 把 每 个 群 G 对 应 为 G 的 Abel 化 G/G’, BI G 的 最 大 Abel 商 群 . 

例 3.3.3 紧 Hausdorf 拓扑 空间 范畴 Hcomp 是 Tychonoff 拓扑 空间 范畴 
Tych 的 反射 子 范畴 . 这 时 包含 函 子 的 左 伴随 将 每 个 Tychonof 拓扑 空间 对 应 为 它 
的 Stone-Cech 紧 化 . 

例 3.3.4 ”由 扭 群 (torsion group) 和 群 同 态 构 成 的 范畴 Tors 是 Abel 群 范畴 
AbGp 的 余 反 射 子 范畴 . 对 每 个 Abel 群 G, iœ T(G) 为 G 的 子 扭 群 即 由 G 中 的 有 
限 序 元 素 构成 的 子 群 , 则 T 是 一 个 函 子 并 且 T 是 包含 函 子 Tors 一 AbGp 的 右 伴 随 . 

例 3.3.5 考虑 由 序 对 (X, p) 构成 的 范畴 C, 这 里 X EAREN p CX xX 
是 集合 X 上 的 一 个 二 元 关系 , -DSH f: (X,p) 一 (mc) 是 指 一 个 映射 X 一 也 
使 得 (zz) E p = (F(x), f(a’) E€ o. B D 是 由 对 象 (X,p) 使 得 p 是 集合 X 上 的 
一 个 对 称 关系 , 即 p = {(wz) | (z,y) e p} C p 构成 的 范畴 C 的 满 子 范畴 , 则 范 
B D 既是 范畴 C 的 反射 子 范畴 同时 也 是 C 的 余 反 射 子 范畴 . 事实 上 反射 函 子 将 C 
中 的 任意 一 个 对 象 (X,p) 对 应 为 (X, pU), 余 反 射 函 子 将 C 中 的 任意 一 个 对 象 
(X, p) H (X, pn p~). 

命题 3.3.6 DEC 的 满 子 范 畴 . 下 面条 件 等 价 : 

(1) D 是 C 的 反射 子 范 畴 . 

(2) 对 任意 的 C € obC, 存在 D E obD 和 态 射 + : C 一 满足 下 面 的 万 有 性 
Wi: 

对 任意 的 D' € obD 和 态 射 f : C 一 D', 存在 唯一 的 态 射 f: D 一 D 使 得 下 
面 的 图 表 交 换 : 


证 明 (1)=>(2) 由 定理 3.1.7 容易 看 出 . 
(2)>(1) 对 任意 的 C E obC, 记 满 足 题 设 条 件 的 D 为 F(C), rž nc. 则 由 
题 设 条 件 容易 验证 F : C 一 D 是 一 个 函 子 , HHH n: lc 一 IF 是 自然 变换 (这 里 


3.3 ”反射 子 范畴 和 余 反 射 子 范畴 55 


7: 了 一 C 是 包含 孙子)， 


c -= FC) 
9 F(g9) 


cœ 72> F(C’) 


故 由 定理 3.1.7 可 知 FF 是 了 的 左 伴随 . 口 

BD EC 的 一 个 满 子 范畴 , C e obC. 类 似 于 余 切片 范畴 我 们 可 以 形成 一 个 新 
的 范畴 如 下 : 

其 对 象 为 所 有 的 序 对 (S, D), 其 中 f:C 一 DD 是 C 中 的 一 个 态 射 并 且 D € obD. 
E h: (f, D) 一 (f',D') 是 指 D 中 的 一 个 态 射 D 一 D 使 得 f= hf. 

则 由 命题 3.3.6 不 难看 出 D 是 C 的 反射 子 范畴 当 且 仅 当 C 中 的 任意 一 个 对 象 
C, 上 面 的 范畴 存在 初始 对 象 . 

对 偶 地 我 们 有 下 面 命题 . 

命题 3.3.7 RD EC 的 满 子 范 畴 . 下 面条 件 等 价 : 

(1) D 是 C 的 余 反 射 子 范畴 . 

(2) 对 任意 的 C € obC, 存在 D € obD MAS c: D> C 满足 下 面 的 万 有 性 
质 : 

对 任意 的 D’ € obD 和 态 射 9 : D' 一 O, 存在 唯一 的 态 射 g': D' 一 D 使 得 下 
面 的 图 表 交 换 : 


D 
s | 
g 

£ 
了 一 一 C 


定义 3.3.8 GD 是 C 的 反射 子 范畴 . 如 果 对 任意 的 C E cbC, C 的 DD 反射 
nc : © > IG(C) 是 C 中 的 一 个 满 态 射 , 则 称 D 是 C 的 满 反射 子 范畴 (epireflective 
subcategory). 

类 似 地 , 如 果 每 个 反射 都 是 单 态 射 、 双 态 射 或 正则 满 态 射 时 , 我 们 可 以 定义 单 
反射 子 范畴 (monoreflective subcategory)、 双 反射 子 范畴 (bireflective subcategory), 
正则 满 反射 子 范畴 (regular epireflective subcategory) 等 概念 . 

例 3.3.9 ”由 于 一 个 群 的 Abel 群 反射 是 该 群 的 最 大 Abel 商 群 , 因此 Abel 群 
范畴 AbGp 是 群 范畴 Gp 的 正则 满 反射 子 范畴 . 

BY 3.3.10 To 拓扑 空间 范畴 Topo 是 拓扑 空间 范畴 Top 的 正则 满 反射 子 范 
Be. 对 任意 一 个 拓扑 空间 X, 定义 关上 的 等 价 关系 : z ~ y — {1} = {y}-, 这 
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里 {z}- 表示 单 点 集 {z} 的 闭 包 , 则 商 拓 扑 空间 X/ ~ 是 一 个 To 空间 , 并 且 商 映射 
ax: X 一 X/ ~ 是 拓扑 空间 X 的 To 反射 - 

例 3.3.11 Tychonoff 拓扑 空间 范畴 Tych 是 To 拓扑 空间 范畴 Topo 的 双 反 
射 子 范畴 . 事实 上 对 任意 一 个 To 拓扑 空间 X, 考虑 由 X 的 补 零 集 为 基 生成 的 拓 
th ro (U CX 称 为 X 上 的 一 个 补 零 集 是 指 存在 一 个 连续 实 值 函 数 了 :XX 一 民 使 
得 U = JR \ {0}), 容易 验证 有 限 多 个 补 零 集 的 交 是 补 零 集 , 可 数 多 个 补 零 集 的 
并 是 补 零 集 ). 则 拓扑 空间 (X,m) 是 一 个 Tychonof 拓扑 空间 , 进一步 有 恒 同 映射 
X — (X, o) 是 To 拓扑 空间 六 的 Tychonoff 反射 

PN 3.3.12 紧 Hausdorf 拓 扑 空间 范畴 Hcomp 是 Hausdorf 拓 扑 空间 范畴 Hau 
的 满 反 射 子 范畴 , 事实 上 反射 函 子 是 Tychonoff 反射 函 子 与 Stone-Cech 紧 化 函 子 的 
复合 . 

例 3.3.13 HK Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Hcomp 是 拓扑 空间 范畴 Top 的 反射 
子 范 团 但 不 是 满 反射 子 范畴 , 反射 函 子 是 To 反射 函 子 与 Tychonof 反射 函 子 以 及 
Stone-Cech 紧 化 函 子 的 复合 

如 果 范 畴 C 的 子 范畴 D 满足 对 任意 的 A € obC, 若 A 同 构 于 D 中 的 某 个 对 象 ， 
则 A € obD, 则 称 D 是 C 的 同 构 闲 子 范畴 (isomorphism-closed subcategory). 

命题 3.3.14 DEC 的 同 构 闭 满 子 范畴 并 且 D 是 C 的 反射 子 范畴 , 则 D 
对 C 中 的 极限 封闭 . 

证 明 RUA I: D 一 C 的 左 伴随 为 下 :C 4D, D: J 了 一 了 是 范畴 DD 中 的 
一 个 了 型 图 , {pj : A 一 DOJ) | j € bI} 是 ID 在 范畴 C 中 的 极限 , 我 们 只 需 说 明 
A € obD 即 可 . 

设 A 的 DD 反射 为 r: 4 一 A, 则 对 任意 的 jeob7, 存在 唯一 的 态 射 J, : 4' 一 
Dj 使 得 py = Sir. 由 反射 的 万 有 性 质 不 难看 出 {f : A’ 一 DG) | j € obT} 是 一 
个 锥 形 , 因此 由 极限 的 万 有 性 质 存在 唯一 的 态 射 i: 4' A 使 得 fy = pjs 对 每 个 
FE ObT 成 立 . 


DG) — DG’) 


这 时 pjsr = fjr = py = pj14, 由 命题 2.1.9 可 得 sr = 14. 另外 由 反射 的 万 有 性 质 和 
等 式 (rs)r =r = (1x )r 可 得 rs = Ly, 因此 r 是 同 构 , 4 e obD. 口 

一 般 地 要 确定 一 个 范畴 的 满 于 范 轩 是 否 是 反射 于 范畴 并 非 是 一 件 容易 的 事情 . 
由 特殊 伴随 函 子 定理 与 定理 2.5.3, 我 们 可 以 给 出 下 面 一 个 比较 容易 的 判别 准则 . 


3.4 Cartesian 闭 范畴 <57- 


命题 3.3.15 AEB C 的 满 子 范畴 D EAEE BI, 并 且 D 中 
存在 一 个 余 分 离 集 , 则 D 是 C 的 反射 子 范畴 当 上 且 仅 当 D 对 积 和 等 值 子 封闭 . 


练习 3.3 


1. 设 范 畴 Pre 表示 所 有 的 预 序 集合 为 对 象 (RSX 称 为 一 个 预 序 集 是 指头 上 
定义 了 一 个 自 反 的 、 传 递 的 二 元 关系 ), 保 序 映射 为 态 射 形成 的 范 哮 . 证 明 偏 序 集合 
范畴 Poset 是 范畴 Pre 的 满 反射 子 范 哮 , 并 且 写 出 反射 的 具体 构造 . 

2. 证 明 To 拓扑 空间 范畴 Topo 是 拓扑 空间 范畴 的 满 反 射 子 范畴 , 并 且 写 出 反 
射 的 具体 构造 . 

3. 证 明 无 担 Abel 群 (torsion-free Abelian group) 范畴 是 Abel 群 范畴 的 反射 子 
jh. 
4. 设 凡 是 自然 数 全 合 看 作 一 个 范 叶 (按照 通常 的 序 关 系 ), MCN AEN OF 
ih. 证 明 

(1) MAN MRM FERSARY M 是 一 个 无 限 集 . 

(2) M 是 N GRAHF 0EM 


3.4 Cartesian 闭 范畴 


我 们 知道 在 实数 系 中 有 三 种 基本 的 运算 , 即 乘法 运算 、 加 法 运算 和 短 运 算 . 我 
们 已 经 成 功 地 在 范畴 上 定义 了 乘法 运算 和 加 法 运算 , 即 积 和 余 积 , 在 本 节 中 我 们 来 
讨论 短 运 算 在 范畴 上 的 推广 . 

设 范畴 C 存在 有 限 积 , A € obC. 则 我 们 可 以 定义 一 个 积 函 子 


(Ax-):€3¢ 
使 得 任意 的 态 射 f: B 一 B’, 
(Ax -)(f)=laxf:AxBoAxB’. 


定义 3.4.1 ” 设 范畴 C 存在 有 限 积 , 如 果 对 任意 的 4 € obC, RAF (Ax 一 ) : 
C — C 存在 右 伴随 , 则 称 C 是 一 个 Cartesian Hijas. 

我 们 记 积 函 子 (4 x -) 的 右 伴随 在 对 象 上 的 作用 为 B= BA, 伴随 的 余 单位 关 
FMR B 的 态 射 为 e : Ax BA 一 B. 由 定理 3.1.7 我 们 可 以 知道 具有 有 限 积 的 范 
Wi C 是 Cartesian 闭 的 当 且 仅 当 对 C 中 的 任意 一 对 对 象 (4, B), 存在 一 个 对 象 BA 
和 一 个 态 射 e: A x BA 一 B 满足 对 任意 一 个 态 射 f : 4 x C 一 B, 存在 唯一 的 态 射 
f:C 一 BA 使 得 下 面 图 表 交 换 : 
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我 们 称 BA 是 FER (power object), 态 射 e : Ax B4 一 B 是 计 值 态 射 
(evaluation morphism). 

例 3.4.2 ”集合 范畴 Set 是 Cartesian 闭 范畴 . 事实 上 这 时 的 智 对 象 B4 就 是 A 
到 B 全 体 映射 构成 的 集合 , 而 计 值 态 射 e : A x BA B 就 是 通常 的 计 值 映 射 . 

例 3.4.3 ”以 偏 序 集 为 对 象 , 保 序 映 射 为 态 射 构成 的 范畴 Poset 是 Cartesian 闭 
范畴 . OTHER BA 就 是 4 到 B 的 全 体 保 序 映射 赋予 逐 点 序 构成 的 偏 序 集 ， 
而 计 值 态 射 就 是 通常 的 计 值 映 射 . 

例 3.4.4 设 工 是 一 个 偏 序 集 看 作 一 个 范畴 , 则 容易 看 出 工 是 一 个 Cartesian 
闭 范畴 当 且 仅 当 工 中 的 任意 两 个 元 素 a,b E L, 集合 {x | a 入 z <b} 存在 最 大 元 . 
此 可 以 得 到 如 果 工 是 完备 格 , MY L 是 Cartesian 闭 范畴 当 且 仅 当 工 是 一 个 Heyting 
代数 当 且 仅 当 工 是 一 个 frame. 

例 3.4.5 ”考虑 以 所 有 的 完备 格 为 对 象 ， 以 保持 定向 上 确 界 的 映射 (也 称 为 
Scott 连续 映射 ) 为 态 射 形成 的 范畴 UPS. 对 任意 两 个 完备 格 工 与 M, 记 MI 为 L 
到 M 的 所 有 保持 定向 上 确 界 的 映射 的 全 体 构成 的 集合 , 则 M 在 逐 点 序 关系 下 是 
一 个 完备 格 , 并 且 通 常 的 计 值 映射 e : 工 x MZ 一 M 仍然 保持 定向 上 确 界 . 因此 范 
B UPS 是 一 个 Cartesian 闭 范畴 . 

例 3.4.6 ”拓扑 空间 范畴 Top 不 是 Cartesian 闭 范畴 . 事实 上 积 函 子 (X x -) 
不 保持 余 等 值 子 从 而 不 保持 余 极限 , 由 引 理 3.2.1 可 知 (X x —) 不 存在 右 伴随 . 但 
是 拓扑 空间 范畴 存在 许多 Cartesian 闭 子 范畴 , 例如 , 由 所 有 紧 生 成 的 Hausdorff 拓 
扑 空间 构成 的 满 子 范畴 是 Cartesian 闭 范畴 (如 果 一 个 拓扑 空间 存在 一 个 由 紧 子 集 
构成 的 基 , 则 称 该 拓扑 空间 是 紧 生 成 的 ), 这 时 寡 对 象 YX 是 X 到 Y 的 所 有 连续 映 
射 赋予 紧 开 拓扑 , 计 值 态 射 为 通常 的 计 值 映射 . 

命题 3.4.7 设 C 是 Cartesian 闭 范畴 , D 是 C 的 一 个 同 构 闭 的 满 子 范畴 . 

(1) ËD E C 的 反射 子 范畴 并 且 反 射 函 子 保持 有 限 积 , 则 D 是 Cartesian 闭 
范畴 . 
(2) DEC 的 余 反射 子 范畴 并 且 D 对 有 限 积 封 闭 , 则 D 是 Cartesian 闭 
范畴， 
证 明 (D 设 已 :C 一 D 是 反射 函 于 . 首先 对 任意 的 D1, Da € obD, 注意 到 D 
中 任意 一 个 对 象 的 反射 都 是 一 个 同 构 , 故 由 题 设 可 得 FLDi x D2) = F(Di) xm 
F(D2) = Di xp D2, 并 且 由 包含 函 子 D 一 C 保持 极限 可 得 Di xp D2 = Di x Do, 
因此 D 对 有 限 积 封闭 . 我 们 只 需 说 明 D 对 敌对 象 封闭 即 可 . 
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注意 到 对 任意 的 C1,Cz € obC, Æ nc, : C1 一 F(Ci) 是 C1 的 D 反射 , ney : 
Ca > F(C2) 是 C2 的 DD 反射 , 则 nc, xno, : Cx x C2 > F(C, x C2) = F(Ci) x F(C2) 
是 Ci x C2 的 人 反射. 
ncixca 


C1 x C2 zs F(Cy x C2) = F(C1) x F(C2) 


Ci x Cp — ee > F(C,) x F(C2) 
Q me F(C) 


设 4,B 是 D 中 的 一 对 对 象 ,B4 的 DD 反 射 记 作 7:B4 一 C. 由 上 面 的 论述 可 知 
l4xr:4xB4 一 4xC 是 4xB4 的 也 反射 . 这 时 存在 唯一 的 态 射 f:AxC 一 B 
使 得 e = f(14 x r), 进一步 存在 唯一 态 射 了 : C 一 B4 使 得 了 = ela x f), 即 下 面 
方形 中 的 两 个 三 角形 交换 : 


laxr 


Ax BA > AxC 
| CT 
e laxf 
A e y 
Bam Ax BA 


这 时 我 们 有 ella x (fr) = e((La x )(14 xr) = f(a x r) =e = e(La x 1ga), H 
唯一 性 可 得 fr = 1ga. 另 一 方面 (r 有 )r = lor, 由 反射 的 万 有 性 质 可 知 rf = 10, 8 
此 7:B4 一 C 是 一 个 同 构 , B4 € obD. 

(2) 设 A, B Æ D 中 的 对 象 ,e :4AxB4 一 B 是 C 中 的 计 值 态 射 , 令 c:D 一 B4 
是 BA 的 DD 余 反射 , 则 容易 验证 复合 e(14 xc): Ax D> B E D HiHat. o 


练习 3.4 


1. 证 明 任意 一 个 集合 的 容 集 格 (ROSA) 看 作 一 个 范畴 是 Cartesian HIE. 
进一步 证 明 任意 一 个 Boo 代数 看 作 一 个 范畴 是 Cartesian HIE. 

2. 设 工 是 一 个 完备 格 看 作 一 个 范畴 . 证 明 L 是 Cartesian MEGS BH L 
是 一 个 完备 的 Heyting 代数 , FPL 满足 分 配 律 : 

aAVhi=Vanb, aeL,{biliel}cL 
ier iter 

3. 设 C 是 一 个 Cartesian MES, 证 明 下 面 同 构 成 立 : 

(1) 4Bxc & (4B)C. 

(2) (TTA)? = T](AP). 


- 60- BIR 。 函 子 的 伴随 性 与 模 结构 


3.5 范畴 上 的 模 结构 


如 果 我 们 给 定 一 对 伴随 函 子 (已 G,ms) : A 一 B, 那么 在 多 大 程度 上 伴随 性 可 
以 由 范畴 A 的 性 质 来 确定 呢 ? 我 们 来 考虑 伴随 性 在 范畴 A 上 确定 的 构造 及 其 性 质 . 

由 伴随 性 我 们 可 以 得 到 函 子 T= GF :4 一 4 以 及 伴随 单位 7: 14 一 了 T, 另外 
我 们 还 可 以 形成 自然 变换 u= GeF : TT = GFGF 一 GF =T, 这些 构造 能 够 满足 
下 面 的 图 表 交 换 ， 


如 果 我 们 把 T 看 成 一 个 集合 , 4 : TT 一 T 看 作 T 上 的 一 个 二 元 运算 ， 而 
n: la> TRET 上 的 一 个 元 素 , 则 上 面 两 个 交换 的 图 表 表明 /: TT OT ET 
上 的 一 个 满足 “结合 律 ”的 二 元 运算 , 并 且 n: 14 一 了 在 该 运算 下 是 了 上 的 一 个 
“单位 元 素 ”, 因此 (T,m,A) 可 以 看 作 一 个 抽象 的 具有 单位 元 素 的 半 群 构造 , 我 们 称 
之 为 模 (monad). 本 节 我 们 来 证 明 函 子 的 伴随 性 (F -1 G) 在 一 定 程度 上 由 范畴 A 
上 的 模 构造 确定 . 

定义 3.5.1 ”范畴 C 上 的 一 个 模 (monad)(T,n,p) 是 由 函 子 工 : C 一 C, 两 个 自 
然 变 换 n: lc 一 了 和 :TT 一 了 组 成 满足 下 面 的 图 表 交 换 : 


1T<_T TIT “> TT 
a | 
T—T TT—T 


例 3.5.2 H M 是 一 个 有 单位 元 素 的 半 群 , M 在 集合 上 的 作用 形成 集合 范畴 
Set 上 的 一 个 模 . 事实 上 考虑 积 函 子 


T =M x 一: Set > Set 和 自然 变换 
n: lse >T, (na: a (e,a)); 


“: TTT, (ua: (m, (n,a)) + (mn, a)) 


这 里 e 是 M 中 的 单位 元 素 . 容易 验证 如 此 定义 的 (T,n, u) 是 范畴 Set 上 的 一 个 模 . 
由 前 面 的 论述 我 们 知道 任意 一 对 伴随 函 子 都 可 以 “自然 地 ”确定 一 个 模 , 反之 范 
畴 上 的 任意 一 个 模 是 否 可 以 由 一 对 伴随 函 子 “ 自 然 地 ”确定 呢 ? 1965 年 , S.Eilenberg 
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All J.Moore 给 出 了 这 个 问题 的 肯定 回答 , 同一 年 H.Kleisli 给 出 了 另 一 个 不 同方 法 的 
回答 . 本 节 中 我 们 采用 Eilenberg-Moore 的 构造 . 

定义 3.5.3 T= (T,n, u) 是 范畴 C 上 的 一 个 模 , 4e obC, h:T(A) 一 4 是 
态 射 , 若 下 面 图 表 交 换 : 


4 -avT(4) TTA -È TA) 
“Sf 叫 - fs 
4 TA——A 


我 们 称 序 对 (4, 是 一 个 站 代数 . T 代数 (4, 门 与 (B,r) 之 间 的 一 个 态 射 了 : 
(A, h) => (B,r) 是 指 C 中 的 态 射 f: 4 一 B 满足 下 面 的 图 表 交 换 : 
T(4) 22 T(B) 


A 


容易 验证 T 代数 态 射 可 以 进行 复合 运算 并 且 满 足 结合 律 , 因此 全 体 T 代数 构成 
一 个 范畴 , 称 为 Eilenberg-Moore 范畴 , 记 作 CT. 
范畴 CT 到 范畴 C 存在 一 个 遗忘 函 子 : 


GT:CT >C, (f :(A,h) > (B,r)) > (f : A > B) 


例 3.5.4 ”考虑 例 3.5.2 中 的 集合 范畴 Set LHR T = (T,n, u). 这 时 一 个 了 T 代 
数 是 一 个 集合 X 上 的 一 个 “结构 ”映射 h: M x X > X 满足 条 件 : 


h(m,h(n,x))=h(mn,z), he,z) = z. 


如 果 我 们 将 h(m, x) 记 作 m. x, 则 一 个 T 代数 其 实 就 是 半 群 M 对 集合 X 的 一 个 
作用 . 

定理 3.5.5 T= (T, u) 是 范畴 C 上 的 一 个 模 , 则 遗忘 函 子 GT : CT e 
存在 左 伴随 FT, 并 且 由 伴随 FT 1GT“ 自 然 地 ”确定 的 模 就 是 模 T. 

证 明 ”对 任意 的 A e obC, 定义 F(A) = (T(A) ua), 由 T= (T,n,u) 的 
模 性 质 可 以 直接 验证 (T(A), ua) 是 一 个 T 代数 . 对 C 中 的 态 射 1 : 4 一 B, 令 
FT(f) = T(f) : F(A) > F™(B), W F7 : C > CT 是 一 个 函 子 ,并 且 GTFT =T, A 
此 存在 自然 变换 n= n: lc 一 GT FT. 另外 对 任意 的 (A,h) € obCT, & 


Elan) : F™G™(A,h) = (T(A), Ha) > (AA), ECan) = 
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TT(A) “4> T(A) 


T(A) > B 
则 我 们 可 以 直接 验证 E": FTGT 一 ler 是 一 个 自然 变换 . 


TT(A) —“*~> T(A) 


TT(f) T(h) 
T(f) 
TT(B) — => T(B) h 
por 
y h 
T(r) T(A) >A 
Th) 
f 
£ 
T(B) = B 


进一步 可 以 验证 n 与 eT 满足 条 件 (GT€*)(n™G*) = Age, (eTFT)(FTnT) = Lpr, A 
此 FT 4 GT 使 得 7 是 伴随 单位 而 er 是 伴随 余 单位 . 

另外 由 于 GTFT =T, n" = n 是 伴随 FT 4 GT 的 单位 , 并 且 对 任意 的 A e obC， 
GTe™F¥(A) = GTe™(T(A), pa) = GT(ua) = wa, 因此 伴随 FT + GT“ 自然 地 ”确定 
的 模 就 是 模 T. 口 

接 下 来 我 们 考虑 这 样 的 问题 : 给 定 一 对 伴随 函 子 (FG, n,e): 4 一 B, 我 们 可 以 
“自然 地 ”得 到 A 上 的 一 个 模 T = (T, n, u), 从 而 得 到 另 一 对 伴随 (FT, GT, n,e") : 
A— A". 那么 Bilenberg-Moore 范畴 AT 与 范畴 B 具 有 什么 样 的 关系 呢 ? 下 面 的 伴 
随 比较 定理 给 出 了 该 问题 的 答案 . 

定理 3.5.6 ”存在 唯一 的 函 子 K : 8B 一 A 满足 条 件 GTK =G, KF = F", B 
下 面 图 表 交 换 ， 


证 明 ”对 任意 的 B E obB, 考虑 态 射 G(ep) : TG(B) = GFG(B) 一 G(B). 不 
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难看 出 下 面 的 图 表 交 换 : 
TTG(B) SER TG(B) G(B) “2 TG(B) 
acs) Glen) Ges) 
Stes) oe | 
TG(B) —"> G(B) G(B) 


因此 (G(B),G(ex)) 是 一 个 代数 ， 对 B 中 任意 态 射 f: B 一 BY, 我 们 定义 
K(f) = G(f) : (G(B), G(eB)) > (G(B'"), Glen’). 不 难 验证 K(f) 是 一 个 T 代数 态 
MHH K :8 一 AT 是 一 个 函 子 满足 GTK =G, KF = FT. 

欲 证 K 的 唯一 性 , RAT K' : B 一 AT 满足 条 件 GTK' =G, K'F = FT. 则 对 
B 中 的 任意 态 射 1: B 一 B', 由 条 件 GTK’=G 可 知 K'(f) = G(f):G(B) > G(B’), 
因此 K'(B) 是 一 个 形 如 (G(B), h) 的 了 代数 , 所 以 我 们 只 需 说 明 h= Glew) 即 可 . 考 
虚 B 中 的 态 射 se : FG(B) > B, K’(ep) = G(ea) : K'FG(B) = F™G(B) + K'(B) 
是 一 个 下 代数 态 射 , 考虑 下 面 的 图 表 : 


TG(eB) 


TTG(B) TG(B) 
TIncte)) 
SR > | 
Hace) TG(B) 
17rc(B) 
TG(B) A G(B) 


该 图 表 的 外 面 的 方形 和 上 面 的 两 个 三 角形 都 交换 , 因此 下 面 的 三 角形 交换 , 故 = = 
Gea). 

我 们 称 定理 3.5.6 中 的 唯一 函 子 K 为 伴随 (F 4G) 与 伴随 (FT 4 GT) ree 
RT. 在 许多 具体 的 伴随 结构 中 , 比较 函 子 K 是 一 个 同 构 . 一 般 地 若 伴随 (F 4G) 
对 应 的 比较 函 子 K 是 一 个 同 构 , 我 们 称 函 子 G 是 可 横 的 ( monadic). 

PY 3.5.7 ”我 们 来 考虑 半 群 范畴 SmGp( 即 由 半 群 为 对 象 , 半 群 同 态 为 态 射 构成 
的 范畴 ) 到 集合 范畴 的 遗忘 函 子 G : SmGp — Set. G 存在 左 伴随 F : Set 一 SmGp 
使 得 对 任意 集合 X, F(X) 是 由 X 生成 的 自由 半 群 , 即 P(X) 可 表达 为 


F(X) = {(21,: °°, Tn) | zi€E X,i=1,...,n,ne N} 


这 里 (£1, 2n)(yry Ym) = (T1, -En Y1, Ym) 同时 伴随 (F 4 G) 的 单位 
N: lse + GF 使 得 对 任意 的 集合 X, 


nx: X—GF(X), (z (2)) 


“64. 第 3 章 ” 函 子 的 伴随 性 与 模 结构 


余 单 位 = : FG > Ismop 使 得 对 任意 一 个 半 群 5， 
es : FG(S) > S, ((81,+++;8n) > 81 `- ° Sn) 


伴随 (F 4G)“ 自 然 地 ”确定 的 模 为 了 = (T,n, u), HP T = GF : Set 一 Set 使 得 对 
任意 一 个 集合 X, T(X) 可 以 看 作 并 集 Unen X”, 而 u = GeF : TT 一 了 使 得 对 任 
意 一 个 集合 X， 


Bx (na 人 nk) (ns KEN 


这 时 比较 函 子 K : SmGp 一 Set” 把 每 个 半 群 S 对 应 为 了 代数 (G(S),Ges), 而 
Ges : TG(S) > G(S) 其 实 就 是 通常 的 乘积 映射 ， 反 之 我 们 考虑 任意 一 个 T 代 
数 (X,h), 如 果 我 们 视 h : T(X) = Unen X” > X H X 上 的 一 个 有 限 运算 , 即 记 
hz azn) = T1 Zn 则 了 代数 条 件 hT (h) = hux 成 立 列 涵 着 该 有 限 运 算 满足 
结合 律 , 因此 集合 X 在 该 运算 下 是 一 个 半 群 , 而 h:T(X) 一 XX 是 通常 的 乘积 映射 
这 表明 比较 函 子 K 是 一 个 同 构 , 从 而 G 是 可 模 的 . 

例 3.5.8 RR DEC 的 反射 子 范 畴 , 则 容易 验证 包含 函 子 G :DP 一 C 是 
可 模 的 . 

例 3.5.9 ”考虑 拓扑 空间 范畴 Top 到 集合 范畴 的 遗忘 函 子 G : Top — Set. G 
存在 左 伴随 D : Set 一 Top 使 得 对 任意 集合 X, D(X) 是 集合 X 上 赋予 离散 拓扑 的 
拓扑 空间 , 而 伴随 的 单位 和 余 单 位 均 为 便 同 映射 1. 这 时 由 伴随 (D -+ G)“ 自 然 地 ” 
确定 的 模 为 T = (T,1,1), 因此 Eilenberg-Moore 范畴 Set™ 同 构 于 集合 范畴 Set, H 
较 函 子 K : Top 一 Set” =Set 不 是 同 构 , 故 G 不 是 可 模 的 . 


练习 3.5 


1. & P : Set 一 Set RERHF, 即 对 任意 一 个 集合 X, P(X) = 2¥, # 
f:X >Y, 则 对 任意 的 4SX，P(f) : 2X + 2, P(f)(A) = f(A). 对 任意 一 个 集 
@ X, A nx : X > P(X), wr {2} hh px : PP(X) > P(X) 将 每 一 个 集合 族 对 应 
为 该 集合 族 的 并 . 证 明 : 

(1) n: Ise > P f p: PP 一 已 定义 了 两 个 自然 变换 . 

(2) P= (P, n, u) 是 集合 范畴 Set 上 的 一 个 模 . 

(3) 设 (X,h) 是 一 个 PRK, ARS X 上 定义 一 个 二 元 关系 TC CYS 
A({z,y}) = y 证 明 < 是 X 上 的 一 个 偏 序 关 系 , 进一步 (X, 和) 是 一 个 完备 格 使 
得 对 任意 的 ACX, VA=h(A). 

2. KiEASLF DACHRHFELE, 则 包含 画 子 G :D 一 C 是 可 模 的 . 

3. ZAMS HF GT : CT 一 C 产生 极限 . 
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4. 对 范畴 C 上 的 任意 两 个 模 (T, mA 和 (T'u), 试 定义 一 个 合适 的 自然 变 
MOTT, RBA (T,my) $e (Tp) 之 间 的 一 个 坊 射 构成 了 一 个 
VAC 上 的 所 有 模 为 对 象 的 范畴 . 


3.6 Beck 定理 


上 一 节 我 们 讨论 了 函 子 :A >B, G : 8 一 A 的 伴随 性 (F 1G) 与 范畴 A 上 
的 模 构造 之 间 的 关系 , 如 果 函 子 G 是 可 模 的 , 即 比较 函 子 K : B 一 AT 是 一 个 同 构 ， 
则 伴随 性 (F 4G) 可 以 由 范畴 A 上 的 模 构造 完全 唯一 确定 . 本 节 我 们 来 给 出 西子 
G 是 可 模 的 一 个 非常 适用 的 判别 准则 . 

首先 我 们 需要 定义 两 种 特殊 的 余 等 值 子 一 -分裂 余 等 值 子 (split coequalizer) 
和 绝对 余 等 值 子 (absolute coequalizer). 

定义 3.6.1 (1) 在 范畴 C 中 ,图表 4 一 eB 一 -0 满足 of = cg. 如 果 对 任意 
EF G:C > D, G(o) : G(B) 一 G(C) RETINA GU), GUO) : GA) > GB) 
的 余 等 值 子 , 则 称 c: B 一 O 是 平行 对 态 射 Ssg : 4 B 的 绝对 余 等 值 子 (absolute 
coequalizer). 

(2) Be Ae B+ 满足 cf = cg. 如 果 存在 态 射 s:C 一 B,t: BA 
满足 


cs = lọ, ft=18, gt= sc 


WIF c: BC 是 平行 对 态 射 /,g : A B 的 分 裂 余 等 值 子 (split coequalizer). 

由 定义 (1) 容易 看 出 绝对 余 等 值 子 一 定 是 余 等 值 子 , 但 是 反之 不 成 立 . 

引 理 3.6.2 Ac: B 一 C 是 平行 对 态 射 fg: 4 一 B 的 分 裂 余 等 值 子 , 则 
c:B 一 C 是 f,g :4 一 B 的 余 等 值 子 . 

WA 设 c:B 一 C0' 满 足 cf=cg. 令 h=cs:C 一 0', 则 有 hc= csc= 
cgt = ft = vc, B e 可 通过 c 分 解 . ASME h'e = d = he, I h = h'lo = h'cs = 
hes = h, tk a 的 分 解 是 唯一 的 . a 

由 于 分 裂 余 等 值 子 完全 由 态 射 的 复合 和 等 式 确定 , 不 涉及 万 有 性 , 因此 可 以 被 
任意 函 子 保持 . 结合 引 理 3.6.2 我 们 立即 有 下 面 推论 . 

推论 3.6.3 He: BC 是 平行 对 态 射 fg: 4 一 B 的 分 裂 余 等 值 子 , 则 
c:B 一 C 是 f,g:A 一 B 的 绝对 余 等 值 子 . 

回忆 函 子 G:C > D 产生 余 等 值 子 是 指 如 果 范 畴 C 中 的 平行 对 态 射 f,9 : 4 一 
B (84 d: G(B) > D 是 范畴 D 中 的 平行 对 态 射 GCU), Gl) : G(4) 一 G(B) 的 余 
等 值 子 , 则 范畴 C 中 存在 唯一 的 态 射 c: B 一 C 使 得 G(c)=d:G(B) 一 G(C)=D 
HA c: BC 是 平行 对 态 射 J,g: 4 一 B 的 余 等 值 子 . 
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定理 3.6.4(Beck ZH) ”给 定 伴随 函 子 (F, G,n,e) : A 一 B, 设 A 上 自然 地 
得 到 的 模 为 T = (T,n, u), 对 应 的 伴随 为 (FT,GT,7T,eT) : A 一 AT, 比较 函 子 为 
K:B>A™. 则 下 面条 件 等 价 : 

(1) K: B 一 AT 是 一 个 同 构 . 

(2) KF G 产生 满足 如 下 条 件 的 平行 对 态 射 f,g : 4 一 B 的 余 等 值 子 : 

G(f),G(g) : G(A) > G(B) 在 4 中 具有 绝对 余 等 值 子 . 

(3) BF G 产生 满足 如 下 条 件 的 平行 对 态 射 f,g : 4 一 B 的 余 等 值 子 : 

G(f), G(g) : G(A) > G(B) 在 4 中 具有 分 裂 余 等 值 子 . 

证 明 (1) (2) 注意 到 同 构 产 生 任意 极限 和 余 极 限 , 所 以 我 们 只 需 考虑 遗忘 函 
F GT: AT 一 4 满足 对 应 的 条 件 . 

H f.g : (A,h) > (B, r) 是 -4 中 的 一 对 平行 态 射 使 得 c : BC 是 平行 对 态 射 
fg :4 一 B 在 A 中 的 绝对 余 等 值 子 , 我 们 来 构造 一 个 唯一 的 T 代 数 4:T(C) 一 C 
使 得 t : T(C) 一 C 成 为 平行 对 态 射 f,g : (4,h) > (B,r) 的 余 等 值 子 . 考虑 下 面 
HR: 

ra) 2 re) 2 ro) 
T(9) F 
k ‘ P 
A =~ B—— č 
这 时 我 们 有 crT(f) = cfh = cgh = crT (9), 但 是 T(c) : T(B) > T(C) 是 平行 对 态 
Ht T(S), T (9) : T(A) + T(B) 的 余 等 值 子 , 故 存在 唯一 的 态 射 上: T(C) 一 C 使 得 
cr = tT (c). 为 了 说 明 t:T(C) 一 C 是 一 个 T 代数, 我 们 来 考虑 下 面 图 表 ， 


T(t) 


TT(C) T(O) 
TT(c) T(c) 
TT(B) “2. T(B\ 
uo uB r t 
T(B) —— B 
T(c) F 
T(C) t >C 


H tE u 的 自然 性 可 知 外 面 的 四 个 方形 均 交 换 , 因此 我 们 有 


tT (t)TT(c) = tucTT(c) 
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但 是 c 是 绝对 余 等 值 子 , 故 TT(c) 是 余 等 值 子 从 而 是 满 态 射 , 因此 有 tT(t) = tuo, 
即 外 面 的 方形 交换 . 类 似 地 可 以 证 明 tno = 1c, 因此 t:T(C) 一 C 是 一 个 代数 . 

为 了 说 明 t: T(C) 一 C 是 平行 对 f,g : (4,h) > (B.r) 的 余 等 值 子 , 考虑 任 
意 一 个 了 代数 态 射 d : (B,r) 一 (D,s) 满足 df = dg. HF c: B 一 C 是 平行 对 
f,9 : 4 一 B 的 绝对 余 等 值 子 , 因此 存在 唯一 的 态 射 m : C 一 DD 使 得 d = me, 类 
似 于 上 面 的 论述 , 我 们 可 以 得 到 mtT(c) = sT(m)T(c), 从 而 由 Tle) 是 满 态 射 可 得 
mt = sT(m), 即 m:(C,t) 一 (D,s) 是 一 个 T 代数 态 射 . 

(2) 僵 (3) 由 于 分 裂 余 等 值 子 是 绝对 余 等 值 子 因此 (2) (3) 是 显然 的 . 

(3) 坟 (1) Hh : T(A) 一 4 是 一 个 T 代 数 , 则 由 了 代数 定义 我 们 有 AT (h) = hua 
成 立 , 另外 由 T 代数 定义 、 伴 随 单位 的 性 质 及 7 的 自然 性 我 们 有 下 面 等 式 成 立 : 

hna = l4, KANTIA) = Lava); T(h)nra) = nah, 

因此 h : GF(A) = T(A) 一 A 是 平行 对 态 射 T(h),p4 : TT(A) = GFGF(A) 一 
T(A) = GF(A) 的 分 裂 余 等 值 子 . 由 题 设 可 知 在 范畴 B 中 存在 唯一 的 态 射 A: 
F(A) — B {14 G(h) = h : GF(A) > G(B) = 4 并 且 有 :F(A4) > B 是 平行 对 态 射 
F(h) Erqa) : FGF(A) > F(A) 的 余 等 值 子 . 记 B 为 L(4,h), 车 f: (4,h) > (A', h’) 
E-A TRASH, 考虑 下 面 图 表 : 


F(h) 天 


FGF(4) === F(A) L(A, h) 

FGF(f) F(f) L(f) 
‘ 5 Y 

FGF(A') = F(A’) ——“—~ 14’, h’) 


由 于 左边 内 外 两 个 方形 均 交 换 ， 因 此 有 (WF(S))F(h) = jF(W)FGF(f) = 
hera) FGF(f)= (WF (f))eray: 但 是 用: A 一 BB 是 平行 对 下 (h),ep(4) : FGF(A) 一 
F(A) 的 余 等 值 子 , 因此 存在 唯一 的 态 射 L): L(A,h) 一 L(A, h') 使 得 BF (f) = 
Lh, 容易 验证 L: AT 一 8 定义 了 一 个 函 子 并 且 LK = le. WE KL = 14r, 设 
h: T(A) 一 4 是 一 个 了 代数 , 则 由 于 G(L(A, h)) = A, 故 只 需 说 明 eL(4n) = h BPAY. 

由 于 Glera) : TG(L(A, h)) 一 G(L(A, h)) 是 一 个 T 代数 , 由 了 代数 性 质 可 
知 G(h)na = hna = 14 = Gleria) naiean) = Gleanna, 由 命题 3.1.7 关于 伴 
随 单位 的 万 有 性 可 知 A = eran) 口 

例 3.6.5 ”如 果 范 畴 D 是 C 的 反射 子 范畴 , 则 包含 函 子 工 : D C 是 可 模 的 . 
事实 上 若 D 中 的 平行 对 态 射 J,g : A 一 BIE h: B 一 C 是 该 平行 对 态 射 在 C 中 
的 分 裂 余 等 值 子 , 我 们 来 说 明 C E obD. 

设 s:C 一 B,t:B 一 4 满足 hs = lc, ft = 1s, gt = sh, 则 不 难 验证 
s:C 一 B 是 平行 对 sh,1s : B 一 B 的 等 值 子 . 但 是 Be obD HHH D 作为 C 的 反 
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射 子 范畴 对 极限 封闭 , 因此 C E obD, 从 而 由 定理 3.6.4 知 工 是 可 模 的 . 

例 3.6.6 ”从 紧 Hausdorff 拓扑 空间 范畴 Hcomp 到 集合 范畴 Set 的 遗忘 函 子 
U : Hcopm 一 Set 是 可 模 的 . 首先 函 子 U 存在 左 伴随 F : Set 一 Hcomp 使 得 任意 一 
个 集合 X, F(X) 是 以 X 为 底 集 的 离散 拓扑 空间 的 Stone-Cech 紧 化 . 其 次 若 Hcomp 
中 的 平行 对 态 射 f,g : 4 一 B 使 得 h: B+ C 是 该 平行 对 态 射 在 集合 范畴 中 的 分 
裂 余 等 值 子 , 这 里 s : C 一 B, t: B— A ÑE hs =1c, ft=1p, gt = sh, 我 们 来 
说 明 集合 C 上 存在 唯一 的 紧 Hausdorff 拓扑 , (Hh: BC RH fig: A> BE 
Hcomp 中 的 余 等 值 子 . 事实 上 满足 条 件 的 拓扑 只 能 是 商 拓 扑 , 因为 B 是 紧 的 因此 商 
拓扑 一 定 是 紧 的 , 我 们 只 需要 说 明 它 是 Hausdorff 的 即 可 . 

设 B 上 的 等 价 关 系 RAG C = B/R. 我 们 知道 商 空间 C = B/R 是 Hausdorff 
ZAHN RC B x B 是 一 个 闭 集 , 令 S = {(bi,b2) € Bx B | Jaa € 
A,g(a1) = g(a2), f(a1) = bi, f(a2) = b2}, 则 由 等 值 子 条 件 有 SC R= {(bi,b2) € 
B x B | h(b1) = h(b2)}. 反之 设 (br, bz) E€ R, 则 gt(b1) = sh(b1) = sh(b2) = gt(b2), 
此 车 取 al = t(b1),az = t(b2), 则 可 以 看 出 (b,b2) € S, HJE R = S. B S Æ AxA 
中 的 闭 集 {(a1,a2) € A x A | g(a1) = g(a2)} 在 连续 映射 fx f: Ax A> Bx BF 
的 像 集 , 因此 是 B x B 中 的 闭 集 . 


练习 3.6 


1. 举例 说 明 余 等 值 子 不 必 是 绝对 余 等 值 子 . 

2. 试 给 出 一 个 分 裂 余 等 值 子 的 例子 . 

3. RX fe Y 是 集合 , FX OY RH, HORA KKB AILS, 则 f 请 导 
出 一 个 函 子 P(f) : P(X) > PY). 证 明 函 子 P(f) 是 可 模 的 当 且 仅 当 f 是 一 个 满 
映射 . 

4. WREE FIF, G, ne): A> B. 证 明 如 果 范畴 B 存在 余 等 值 子 , HAH 
子 G 保持 和 反射 余 等 值 子 , 则 比较 函 子 K : B 一 AT 是 一 个 等 价 画 子 . 


BAB ”加 法 范畴 与 Abel 范畴 


在 数学 研究 中 我 们 经 常 遇 到 的 范畴 都 是 所 谓 的 “结构 范畴 ”, 即 范畴 的 对 象 是 
集合 赋予 某 种 结构 , 而 态 射 则 是 保持 这 种 结构 的 映射 。 例 如 , 群 范畴 Gp, 环 范畴 
Rng, R 模范 畴 ModR 和 拓扑 空间 范畴 Top 等 . 在 一 些 “ 结 构 范畴 ” 中, 任意 两 个 对 
象 之 间 的 态 射 集 自身 也 具有 这 种 结构 , 如 Abel 群 范畴 AbGp. Abel 群 范畴 AbGp 
的 范畴 形式 的 推广 Abel 范畴 在 代数 拓扑 学 中 有 着 广泛 的 应 用 , 尤其 在 同调 代数 研 
究 中 成 为 一 个 重要 的 工具 . 本 章 我 们 介绍 Abel 范畴 的 一 些 基本 内 容 和 方法 . 


4.1 加 法 范畴 


定义 4.1.1 若 范畴 C 满足 对 任意 的 A, B € obC, C(A, B) 是 一 个 Abel 加 法 
群 并 且 C 中 态 射 的 复合 是 双 线性 的 , 即 对 任意 的 态 射 f,f' : A 一 B g,g': Bo A, 
下 面 等 式 成 立 ， 

(gt+g)(f+f)=gf+gf +f +g f, 


则 称 C 是 一 个 准 加 法 范畴 (preadditive category). 

例 4.1.2 Abel 群 范畴 AbGp 和 R 模范 畴 Moda 都 是 准 加 法 范畴 . 

若 5 是 准 加 法 范畴 , 则 对 C 中 任意 两 个 对 象 4, B, Abel 群 C(4, B) 存在 一 个 零 
元 素 0: 4 一 B, 称 之 为 零 态 射 . 由 复合 的 双 线 性 性 质 可 知 任意 态 射 与 零 态 射 的 复 
合 是 一 个 零 态 射 . 

注意 , 在 本 书 中 我 们 将 任意 两 个 对 象 之 间 的 零 态 射 都 记 作 0 而 没有 加 以 区 别 ， 
请 读者 注意 不 同 零 态 射 的 值 域 和 定义 域 的 区 别 . 

定义 4.1.3 WC 是 一 个 准 加 法 范畴 , f : A> BAEC 中 态 射 . 若 k: C 一 4 是 
平行 对 f,0:A 一 B 的 等 值 子 , WRK k: C 一 4 是 了 的 核 (kernel), 记 作 大 = ker(f). 
对 偶 地, 4c: B 一 C 是 f,0: 4 一 B 的 余 等 值 子 , 则 称 c:B 一 C 是 上 的 余 核 
(cokernel), 记 作 c = coker(f). 

由 定义 可 以 看 出 k:C 一 4 是 f :4 一 B 的 核 当 上 且 仅 当 fk=0 并 且 对 任意 的 
Ki: C! 一 A 满足 fk' = 0, 存在 唯一 的 态 射 +:C' 一 C 使 得 k= kt. 

引 理 4.1.4 ” 设 C 是 一 个 准 加 法 范畴 , h:C 一 4 是 C 中 态 射 . 下 面条 件 等 价 : 

(1) h 是 某 个 态 射 的 核 . 

(2) h 是 某 一 对 平行 态 射 的 等 值 子 
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证 明 ”只 需 证 明 (2)>(1). RR: C 一 4 是 平行 对 f,g :4 一 B 的 等 值 子 , 则 
fh = gh, 因此 有 (f 一 g)h =0 = 0h. 另外 若 h: C' 一 4 满足 (f 一 g)h = 0h' =0, 
即 fh! = gh’, 则 存在 唯一 的 态 射 +: C' 一 C 184 h' = ht, Hh=ker(f—g). O 

对 偶 地 , 我 们 也 可 以 证 明 在 一 个 准 加 法 范畴 中 , 态 射 9 是 某 个 态 射 的 余 核 当 且 
仅 当 9 是 一 对 平行 态 射 的 余 等 值 子 . 因此 在 准 加 法 范畴 中 我 们 只 需 讨论 核 而 不 必 讨 
论 等 值 子 , 只 需 讨论 余 核 而 不 必 讨 论 余 等 值 子 . 

引 理 4.1.5 ” 设 C 是 一 个 准 加 法 范畴 , A e obC. 下 列 条 件 等 价 : 

(1) A 是 初始 对 象 . 

(2) A 是 终 对 象 . 

(3) 14=0:4 一 4. 

(4) Abel 群 C(A, A) 是 一 个 平凡 群 . 

证 明 (1)=(3) 由 于 A 是 初始 对 象 , 故 C(A, A) 只 有 一 个 元 素 , 因此 14 = 0: 
4 一 4. 

(3)(1) # f : A> B, 则 f=14f=0f=0, 即 A 到 任意 对 象 的 态 射 是 唯一 
的 零 态 射 , 因此 4 是 初始 对 象 . 

(2)<>(3) 对偶 地 可 以 证 明 . 

(3) 信 (4) 容易 证 明 . 口 

若 范畴 D 中 的 一 个 对 象 2 既是 初始 对 象 也 是 终 对 象 , 则 称 2 是 一 个 零 对 象 . 
由 初始 对 象 和 终 对 象 的 唯一 性 可 知 零 对 象 若 存在 , 则 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 . 许多 
具体 范畴 中 存在 零 对 象 , 如 群 范畴 Gp, Abel 群 范畴 AbGp 和 环 范畴 Rng 中 的 平凡 
群 和 平凡 环 就 是 零 对 象 . 如 果 准 加 法 范畴 C 中 存在 零 对 象 Z, 则 对 C 中 任意 对 象 B, 
唯一 的 态 射 1/ :2 BA g: Bo Z 都 是 零 态 射 , 进一步 任意 的 零 态 射 0: A B 
都 有 唯一 的 分 解 A 一 2 一 B. 

引 理 4.1.6 BEC 是 一 个 准 加 法 范畴 , A, B,C € obC. 下 列 条 件 等 价 ， 

(1) C 是 4 与 已 的 积 . 

(2)C 是 4 与 已 的 余 积 . 

(3) FESH pi: C > A, po: C > B, mM: AC, qz:B 一 C 满足 : 


Piq=14, page = 1B, qip1 + qap2 = lc- 


证 明 (1)=3(3) $ pi: C > A, pz :C > BARB, q: 4 一 C 为 满足 条 件 
Pigi = La, Pon = 0 的 唯一 态 射 ,同样 令 go : B 一 C 为 满足 条 件 p1g2 = 0, p2q2 = 1B 
的 唯一 态 射 . 这 时 我 们 有 pi(q1p1+g2p2) = pı +0p2 = pı, p2(q1ip1+92p2) = 0p1+p2 = 
pa, 但 是 pile =p, polc = po, 由 唯一 性 知 qipi + q2p2 = 1c. 

(D>) 首先 我 们 有 piaz = pi(qip1 + q2p2)qz = P192 + Pig, 故 piq = 0, 同 理 
A pon =0. fi: DA, fo: D> B EEH, W h= qafi +f: D> O 满足 
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Pih = pil fı + g2f2) = fis poh = pelai fi + defo) = fo. WR K : D > C 也 满足 
pik! = fi, poh! = fa, Wh! = (ap + gepa)h! = afi + afa = h, Alt CRAB 
的 积 使 得 pi 与 po 成 为 射影 . 

(2)4>(3) 对 偶 地 可 以 证 明 - 口 

如 果 一 个 对 象 C 既是 对 象 4 与 B 的 积 同时 又 是 4 与 B 的 余 积 , 则 称 C 是 4 
与 BY WR (biproduct), 记 作 A @ B. 

如 果 准 加 法 范畴 C 存在 有 限 积 (或 有 限 余 积 ), W C 存在 双 积 , 我 们 可 以 定义 
一 个 双 函 子 田 : C x C 一 C 使 得 对 任意 的 态 射 fi: A 一 Bi, fo: A 一 Ba, 
Si ® fo: A1 ® Ag > By O Bo WWE K © fo) = fipi, i= 1,2 的 唯一 态 射 (这 里 
Pi: A, @ Ag > Ai, p; : Bi © B2 > Bi, i= 1,2 是 射影 ), 即 下 面 的 方形 交换 ， 


Ar @ A: “2% B, @ By 


a| P x| 


Ai 一 一 一 ~ B; 


等 价 地 我 们 可 以 定义 fi f2: Ar @ Az 一 Bi ® Bo 为 满足 ( 户 @ jz)gi = dfi, i= 
1,2 的 唯一 态 射 (这 里 9 : Ai 一 Ai @ A2, q : Bi > Bi © Bo, i = 1,2 是 余 射 影 ), 即 
下 面 的 方形 交换 ， 
A, @ hs £24 B, © B, 
% A 
A; —2—+ B, 


事实 上 , 上 面 两 组 方形 的 交换 性 是 等 价 的 . 例如 , 若 第 一 组 方形 交换 , 则 由 引 理 
4.1.6 有 (fi @ fo)g: = laren, (fi © f2)q: = (Gri + ra)(fi © fo)ar = qfipigi + 
dafapzqi = difi, i = 12, 即 第 二 组 方形 交换 , 反之 亦 然 . 

类 似 于 将 二 元 积 推广 到 有 限 积 的 情形 , 我 们 可 以 将 双 积 推广 到 有 限 多 个 对 象 ， 
我 们 记 Ai, n An 的 双 积 为 BL, Ai. 任意 一 个 态 射 了 : 四 Ai 一 OTL, Bj 都 
可 以 由 态 射 族 fig = pi fai: hi > Bj, i = lnn j= 1,…,m 完全 确定 (这 里 
PS: Ojai Bj 一 Bj, j = 1,…,m 是 射影 , q; : Ai 一 BL, Ai i 二 1,…,n 是 余 射影 )， 
因此 我 们 可 以 将 f 等 价 地 看 作 一 个 n x m HRE (fa), 这 时 双 积 之 间 的 态 射 的 复合 
就 是 通常 的 矩阵 乘积 . 

定义 4.1.7 ”车 准 加 法 范畴 C 存在 有 限 积 和 零 对 象 , 则 称 C 是 一 个 加 法 范畴 
(additive category). 

命题 4.1.8 iff’: A BBM C 中 的 态 射 , 则 


f+f'=c(f@f")d 
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这 里 d: 4 一 4@4 是 满足 pid = pd = 14 的 唯一 态 射 (其 中 pi,p2 :4@4 一 4 
是 射影 ), 称 为 对 角 态 射 ,  : BOB 一 B 是 满足 cd = dh = 1s 的 唯一 态 射 (其 中 
d,d : B > BE B 是 余 射 影 ), 称 为 余 对 角 态 射 . 
证 明 (fo fd = (fa f'a + gap2)d = (FS fn +l @f)g = 
eagftenf=f+f. 口 
定义 41.9 KC, D 是 准 加 法 范畴 . 若 函 子 T:C 一 D 满足 


T(f +9) =T(f)+T(9) 


成 立 , 则 称 函 子 了 是 一 个 加 法 函 子 (additive functor). 

HTC 一 卫 是 加 法 函 子 , 则 T(0) =T(0+0) = T(0) + T(0), HH T(0) = 0. 

命题 4.1.10 若 T:C 一 了 是 函 子 , 其 中 人 D 是 准 加 法 范畴 而 C 是 加 法 范畴 . 
WT 是 一 个 加 法 函 子 当 且 仅 当 了 T 保持 双 积 . 

证 明 AT 是 加 法 函 子 . 由 引 理 4.1.6, 4 与 B 的 双 积 C 可 表达 为 存在 态 射 
PIC 一 4p:C 一 Bdq:4 一 Co: 了 一 C HERF pa = 14, po = 
1p, mpi + q2p2 = lc, 只 需 用 T 作用 以 上 关系 式 即 可 得 T(C) 是 T(4) 与 T(B) 的 
双 积 . 

反之 , 车 了 保持 双 积 ， 对 C 中 任意 一 对 态 射 fg : A 一 B, 有 T(f @9) = 
T(f)@T(g) 并 且 了 保持 对 角 态 射 和 余 对 角 态 射 , 因此 由 命题 4.1.8 可 知 T(f +g) = 
T(e'(f ® g)d) = T(c’)(T(f) ®T(g))T(d) = T(f) + T(9). 口 

B 4.1.11 eC 是 一 个 准 加 法 范畴 , 则 态 射 函 子 C(4, —) : C 一 AbGp 和 反 变 
ASAT RF C(—, B) : C 一 AbGp 都 是 加 法 函 子 . 


练习 4.1 


LtALBADeALCA DEAMEEEC HAH. 证明 复 合 
AA 


AL? Boc p 


FF hf +kg. 这 里 (fg): A> BOC 是 使 得 了 = palf,9), 9 = Pclf,g) 的 唯一 
态 射 , 其 中 pp: BOC >B, pc: BOC 一 C AH; (h,k): BOC > DARE 
h=(h,k)qp, k = (h,k)qo 的 唯一 态 射 , 其 中 gp: Bo BOC, gc:C 一 B@C 是 
RHY. 

2. 设 C A—PMiLIE, B,C E obC. RAH G:C 一 BB 存在 核 并 且 存 在 
AE, 即 存在 态 射 r: B> ORIF ar = 1B, 证 明 存 在 一 个 对 象 A 和 一 个 态 身 
hi: ASCRHEA C+ BRAS BHAR. 

3. KC 是 一 个 准 加 法 范畴 . EARN AF C(A,—):C 一 AbGp PA RSH 
F C(—, B) :CP 一 AbGp 部 是 加 法 函 子 . 


4.2 Abel 范畴 “73. 


4. ILS C fo D AR MIE. 证 明 乘 积 范畴 C x 卫 是 一 个 加 法 范 哮 . 


4.2 Abel 范畴 


定义 4.2.1 ”车 加 法 范畴 C 是 有 限 完备 和 有 限 余 完 备 的 并 且 满足 任意 一 个 单 
态 射 都 是 某 个 态 射 的 核 , 任意 一 个 满 态 射 都 是 某 个 态 射 的 余 核 , 则 称 C 是 一 个 Abel 
范畴 . 

例 4.2.2 Abel 群 范畴 AbGp 和 R 模范 畴 Mod 都 是 Abel 范畴 . 

例 4.2.3 # C 是 一 个 小 范畴 , D 是 Abel 范畴 , 则 函 子 范畴 [C,D] 是 一 个 
Abel 范畴 . 事实 上 , 对 任意 两 个 函 子 FG :C +> DAR a,b e [C,Dj(F,G), 定义 
(a+ B)a = aa + Ba: F(A) > GA), SW [C,D](F,G) 是 一 个 Abel 群 . 类 似 地 可 以 定 
X F AS G 的 双 积 为 (F@G)(4) = FE(4)@G(4)，4 € obC, a 的 核 K 一 下 使 得 对 
每 个 € obC, (K(A) — F(A)) = ker(F(A) > G(A)). 

引 理 4.2.4 iC 是 一 个 Abel 范畴 , 则 ， 

(1) C 中 的 态 射 有 是 单 态 射 当 且 仅 当 f = ker(coker(f)). 

(2) C 中 的 态 射 9 是 满 态 射 当 且 仅 当 g = coker(ker(g)). 

证 明 (1) 若 f :4 一 B 是 单 态 射 , 则 存在 态 射 g:B 一 C 使 得 f= ker(g). 
另 记 7 : B+ DE f 的 余 核 , 则 存在 唯一 的 态 射 h : D 一 C 使 得 g = hr 若 
f: Al — BWR rf! = 0, W gf’ = hrf’ = 0, H f = ker(g) 知 存在 唯一 的 态 射 
t: 4' 一 4 使 得 f! = ft, 注意 到 7f = 0, 可 得 f= ker(r) = ker(coker(f)). 

(2) 对 偶 地 可 以 证 明 . o 

3I 4.2.5 iC 是 一 个 Abel 范畴 , W: 

(1) C 中 的 态 射 /是 单 态 射 当 且 仅 当 ker(f) = 0. 

(2) C 中 的 态 射 9 是 满 态 射 当 且 仅 当 coker(g) = 0. 

证 明 (1) 若 / 是 单 态 射 , 则 对 任意 的 g:D 一 4, 由 fg=0 可 得 g=0, 从 而 
ker(f) = 0. 反之 , 若 ker(f) = 0. 对 任意 一 对 平行 态 射 7,s : C 一 AWA fr = fs, 
有 f(r- s) =0, 因 此 7 一 s 可 以 通过 ker(f) = 0 唯一 分 解 , 故 r 一 s =0, 从 而 7 = s. 

(2) 对 偶 地 可 以 证 明 . 口 

命题 4.2.6” 设 C 是 一 个 Abel 范畴, 则 C 中 任意 态 射 都 可 以 唯一 地 分 解 
为 f = me, 使 得 m 是 单 态 射 而 e 是 满 态 射 ， 进一步 有 m = ker(coker(f)), e = 
coker(ker(f)). 

WA he: BCH f HRB, m: DBE c HK, Bl m= ker(coker(f)), 
则 由 cf = 0 可 得 存在 唯一 态 射 e: 4 一 D 使 得 f = me. He 是 满 态 射 , 对 于 任意 
BA hs + A, 由 m 是 单 态 射 可 知 fh = 0 当 且 仅 当 eh = 0, 故 ker(f) = ker(e), 从 
而 有 e = coker(ker(e)) = coker(ker(f)). 因此 欲 证 分 解 的 存在 性 只 需 说 明 e 是 一 个 
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满 态 射 即 可 . 

记 =coker(e), t = ker(r), 则 由 re = 0 可 得 e 存在 通过 t 的 唯一 分 解 e = th. 
而 mt 是 单 态 射 , 故 存在 态 射 s : B 一 S 使 得 mt = ker(s). 这 时 sf = smth = 0, 故 
存在 唯一 的 态 射 4 : C 一 5 使 得 s = gc, 因此 sm = gem = 0. 但 是 ker(s) = mt, 
从 而 可 得 m 可 通过 mt 唯一 分 解 为 m = mtl, 这 表明 在 B 的 子 对象 族 Sub(B) 中 
有 (D,m) < (-,mt), 但 (mt) < (D,m) 显然 , 故 t 是 一 个 同 构 . 因此 "=0, 由 引 理 
4.2.5 可 知 e 是 满 态 射 . 

和 欲 证 唯一 性 , 设 了 具有 分 解 f = me 使 得 m 是 单 态 射 并 且 e' 是 满 态 射 . 则 
由 e 是 满 态 射 可 知 hf = 0 当 且 仅 当 hm’ = 0, 因此 coker(f) = coker(m’), ase! 
m! = ker(coker(m’)) = ker(coker(f)) = m. 对 偶 地 可 以 证 明 e’ = e. 

由 命题 4.2.6, 我 们 可 以 在 Abel 范畴 中 定义 一 个 态 射 的 像 和 余 像 如 下 ， 

定义 4.2.7 Rf: A BFE Abel 范畴 C 中 的 态 射 . 若 f 唯一 地 分 解 为 
f= me 使 得 m 是 单 态 射 而 e 是 满 态 射 , 则 称 m 是 f 的 像 , 记 作 m = im(f), PK e 
是 S 的 余 像 , 记 作 e = coim(f). 

引 理 4.2.8 ”考虑 Abel 范畴 C 中 的 方形 : 


A+B 
g h 
Lf 

(1) 该 方形 交换 当 且 仅 当 复合 AL? B@C TP D 是 零 态 射 . 这 里 (f,9) : 4 一 
BOC 是 使 得 f = pa(f,9), 9 = pc(f,9) 的 唯一 态 射 ,其 中 pp : BOC >B, pe: 
BOC 一 C 是 射影 (h,k) : BOC 一 也 是 使 得 -= (-h, Kap, k= (-h,k)go 
的 唯一 态 射 , 其 中 gs : B> BOC, gc :C 一 BOC 是 余 射影. 

(2) 该 方形 是 一 个 拉 回 方形 当 且 仅 当 (f,9) = ker(—A, k). 

(3) 该 方形 是 一 个 推出 方形 当 且 仅 当 (—h, k) = coker((f,g)). 

证 明 (1) 事实 上 , (—h, k)(f,9) = (h, k)(gBpB + gcpo)(f,9) = (—h)f + kg = 
一 hf + kg, 因此 (—h, k)(f, g) =0 当 且 仅 当 hf = kg. 

(2) 由 (1) 的 证 明 可 以 看 出 , (f,9) = ker(—h, k) 4 HA4 (—h, k)(f,9) = 0, 并 
HLA (—h, k)(f', 9’) = 0, 则 (f'g) 可 通过 (f, g) 唯一 地 分 解 , 等 价 的 说 法 是 疡 与 9 
可 以 分 别 通过 f 与 g 唯一 地 分 解 , 即 方形 是 拉 回 方形 . 

(3) 对 偶 地 可 以 证 明 . 口 

命题 4.2.9 ” 设 下 面 方形 是 Abel 范畴 C 中 的 一 个 拉 回 方形 ， 


> 


Tf 


C —>D 
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若 上 是 满 态 射 , 则 f 是 满 态 射 并 且 该 方形 是 一 个 推出 方形 . 

证 明 ”利用 引 理 4.2.8 证 明 中 的 约定 , 由 于 (一 h,k)gc = k ERES, (h, k) 是 
满 态 射 . 因此 (—h, k) = coker(ker(—h, k)) = coker((f,9)), 由 引 理 4.2.8 知 该 方形 是 
一 个 推出 方形 . 

设 g:B 一 Q@ 是 f 的 余 核 , 则 有 gf = 09. 由 推出 方形 的 万 有 性 质 存在 唯一 的 
态 射 r:D — Q IET O= rk, g=rh, 但 是 上 是 满 态 射 , 故 7=0, 因 此 g=rh=0, 
由 引 理 4.2.5 知 f 是 满 态 射 . 口 


练习 4.2 


1. 证 明 所 有 的 有 限 Abel 群 作为 Abel 群 范畴 的 满 子 范畴 是 一 个 Abel Ho. 

2. 证 明 在 无 担 Abel 群 (torsion-free abelian group) 7% t, 单 态 射 不 必 是 某 个 
态 射 的 核 并 且 满 坊 射 不 必 是 某 个 态 射 的 余 核 , 从 而 得 出 无 担 Abel HEEREN 
Abel 78%. e 

3. 设 C 是 一 个 加 法 范畴 , C 中 每 个 态 射 都 存 在 核 和 余 核 , 并 且 任 意 一 个 满 态 射 
部 是 某 个 态 射 的 余 核 , 但 是 并 非 所 有 的 单 态 射 部 是 某 个 态 射 的 核 . 证 明 在 C 中 正则 
单 态 射 的 复合 不 必 是 正则 单 态 射 


4.3 正 合 序列 
定义 4.3.1 设 


ey TOE a a 
是 Abel 范畴 C 中 的 一 个 态 射 序列 . 

(1) 如 果 im(jn+1) = ker(fn), 我 们 称 该 序列 在 An 处 正 合 (exact). 如 果 该 序列 
在 每 个 An 处 正 合 , 则 称 该 序列 是 一 个 正 合 序 列 (exact sequence). 

(2) 如 果 对 每 个 n 都 有 fnfn+1 = 0 则 称 该 序列 是 一 个 连通 序列 (connected 
sequence). 

车 序列 在 A。 处 是 正 合 的 , 则 由 命题 4.2.6 有 fnfnt1 = fnker(coker(fn+1)) 
coker(ker(fn+1)) = fnker(fn)coker(ker(fn+1)) = 0, 因此 正 合 的 序列 是 连通 的 . 但 
是 反之 则 不 成 立 , 事实 上 只 要 考虑 Abel 群 范畴 AbGp 中 的 情形 即 可 . 

考虑 短 序列 ， 

0 一 4 二 BC (*) 


注意 到 若 ker(f) = 0, 则 coim(f) = coker(ker(f)) = coker(0) = 14, 故 f = im(f). 结 
合 引 理 4.2.5 可 知 该 短 序列 是 正 合 的 当 且 仅 当 f = ker(g). 
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对 偶 地 对 于 短 序列 : 
AL BL c—0 (+) 
我 们 可 以 验证 该 序列 是 正 合 的 当 且 仅 当 g = coker(f). 
HM 4.3.2 iC, DD 是 Abel 范畴 ,T:C 一 D 是 加 法 函 子 . 
(1) 若 了 保持 正 合 序列 , 即 给 定 C 中 的 一 个 正 合 序列 


人 
则 
Tn Tn Tmt) 
Te) TA) ME TOA) ZL” T(An_2) + 


是 D 中 的 一 个 正 合 序 列 , 则 称 T 是 一 个 IER HF (exact functor). 

(2) 若 工 保持 (*) 型 正 合 序 列 , 则 称 了 是 一 个 左 正 合 函 子 (left exact functor); 
E T REF (++) 型 正 合 序列 , 则 称 T 是 一 个 右 正 合 函 子 (right exact functor). 

容易 看 出 加 法 函 子 7 是 一 个 左 正 合 函 子 当 且 仅 当 了 保持 核 , 即 对 C 中 任意 态 
SN f A T(ker(f)) = ker(T(f)), 当 且 仅 当 了 保持 有 限 极限 . 而 7 是 一 个 右 正 合 函 子 
当 且 仅 当 T 保持 余 核 , MEN T 保持 有 限 余 极 限 . 进一步 我 们 有 下 面 命题 . 

命题 4.3.3 BEC, D 是 Abel 范畴 ,了 :C 一 D 是 加 法 函 子 . 下 列 条 件 等 价 ， 

(1) T 是 一 个 正 合 函 子 . 

(2) T 保持 如 下 形式 的 正 合 序列 ， 

0 一 4 二 BC 一 0. 


(3) T 保持 核 和 余 核 . 

(4) T 保持 有 限 极限 和 有 限 余 极限 . 

(5) T 是 左 正 合 的 同时 是 右 正 合 的 . 

引 理 4.3.4 ”考虑 Abel 范畴 C 中 的 图 表 : 


Ay 5 Ap Bo Aa > Ag 


boe ee 


Bı “> B, "> Bs “> Bı —*> Bs 
若 该 图 表 是 交换 的 并 且 上 下 两 个 横行 都 是 正 合 的 , 则 : 
(1) 如 果 he, hs 是 单 态 射 , ja 是 满 态 射 , 则 hs 是 单 态 射 . 
(2) 如 果 hz, ha 是 满 态 射 , hs 是 单 态 射 , 则 hs 是 满 态 射 . 
(3) 如 果 hı, ha, ha, hs 均 是 同 构 , 则 hs 是 同 构 . 
证 明 由 于 (1) 和 (2) 是 对 偶 的 而 (3) 可 以 由 (1) 和 (2) 推出 , 因此 和 欲 证 该 命 
题 成 立 只 需 证 明 (1) 成 立即 可 . 
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Hk: K > As 是 hs 的 核 ,由 于 hafak = gshsk = 0, mi ha 是 单 态 射 , 故 fak = 0, 
因此 k 可 以 通过 ker(fs) = im(fo) 唯一 分 解 . 我 们 首先 在 C 中 形成 一 个 拉 回 方形 


如 下 ， , * k 
I: As 

则 容易 验证 左上 角 的 方形 仍然 是 一 个 拉 回 方形 , 由 命题 4.2.9 可 知 > ASST. 由 

于 gohap = hsf2p = hakr = 0, 我 们 可 以 知道 hop 可 通过 ker(g2) = im(gi) 唯一 分 解 ， 

同样 形成 一 个 拉 回 方形 如 下 : 


s 
Ot ee 


i 


B, “> By 
类 似 于 前 面 的 论述 可 得 s 是 满 态 射 . 进一步 我 们 形成 下 面 拉 回 方形 : 
| | 
Ay > By 
由 于 hy 是 满 态 射 可 得 9 是 满 态 射 . 这 时 hopsg = gifg = gihih = hofih, 由 于 ho 
是 单 态 射 可 得 psg = fih, 注意 到 Ao 处 的 正 合 性 我 们 有 krsg = fopsg = fofih = 0, 
故 由 gr, s 都 是 满 态 射 可 得 大 = 0, 因此 由 引 理 4.2.5 可 得 hs 是 单 态 射 . 口 
如 果 我 们 考虑 的 Abel 范畴 就 是 Abel 群 范畴 , 这 时 候 每 个 对 象 都 是 一 个 Abel FF, 
因此 我 们 可 以 利用 Abel 群 中 的 元 素来 描述 许多 重要 的 性 质 . 例如 , 同 态 1 : 4 一 B 
是 单 射 当 且 仅 当 对 任意 的 a € A, f(a) = 0 => a = 0, 而 f 是 满 射 当 且 仅 当 对 任意 
be BEE ac 4 使 得 f(a) =b, 等 等 . 受到 这 种 思想 的 启发 , 我 们 在 任意 一 个 Abel 
范畴 中 引入 一 种 广义 的 “元 素 ” 一 一 伪 元 素 , 我 们 来 说 明 伪 元 素 在 许多 方面 类 似 于 
Abel 群 中 的 元 素 的 作用 . 
定义 4.3.5 BEC 是 一 个 Abel 范畴 , f : A BEC 中 的 一 个 态 射 . 
(1) 任意 一 个 以 A 为 值 域 的 态 射 a: . 一 A 称 为 对 象 4 的 一 个 WTR (pseudo- 
element), 记 作 a e* A. 
(2) 设 o:C 一 4a:C' 一 4 是 4 的 两 个 擅 元 素 , 若 存在 两 个 满 态 射 p : D 一 
C,p' : D 一 C' 使 得 ap = a'p', 则 称 a 与 a%' 伪 相等 , 记 作 a =* a 
(3) 我 们 称 复合 fa 为 4 的 伪 元 素 a:. 一 4 在 态 射 f 下 的 像 , 记 作 f(a). 
由 上 面 的 定义 容易 看 出 对 象 4 的 伪 元 素 之 间 的 伪 相 等 关系 =* 满足 自 反 性 和 
对 称 性 . 若 a,a’,a” €* A 满足 a =* d,a =* a”, 则 存在 满 态 射 p,p',p",p” 使 得 
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ap =a'p’, a'p" = a"p". 考虑 由 p,p" 两 个 态 射 形成 的 拉 回 方形 , 由 命题 4.2.9, p' 与 
P" 的 拉 回 g' 与 9 都 是 满 态 射 , 因此 我 们 有 满 态 射 pg 和 pa! 使 得 a(pg) = a'(p'g) = 
a'(p"q') = a” (p'"q'), 因此 =* 是 一 个 等 价 关 系 . 

如 果 f : B 一 4 与 零 态 射 0 : C ARES =* 0, 则 存在 满 态 射 p,q 使 得 
fp= 0g=0, HF p 是 满 态 射 我 人 有 f=0. 反之 注意 到 任意 对 象 到 零 对 象 2 的 唯 
一 态 射 都 是 满 态 射 , 故 任意 一 个 零 态 射 0 : . 一 4 都 与 零 态 射 2 一 4 伪 相 等 , 从 而 
由 传递 性 可 知 4 的 任意 两 个 伪 零 元 素 是 伪 相等 的 , 这 表明 4 的 所 有 伪 零 元 素 在 伪 
相等 关系 下 形成 一 个 等 价 类 . 

引 理 4.3.6 ”在 Abel 范畴 C 中 下 列 命题 成 立 : 

(1) f :4 一 B 是 一 个 零 态 射 当 且 仅 当 任意 的 ae* A, f(a) =* 0. 

(2) f :4 一 B 是 一 个 单 态 射 当 且 仅 当 任意 的 a€* A, f(a) =* 0 > a =* 0, 4H 
仅 当 任意 的 wa' €* A, f(a) =* f(a’) > a=" d'. 

(3) f :4 一 已 是 一 个 满 态 射 当 且 仅 当 任意 的 be* B, 存在 a €* A, f(a) =* b. 

(4) FAA BS C 是 正 合 的 当 且 仅 当 任意 的 a e* A, 9(f(a)) =* 0, 并 且 
车 g(b) =* 0, 则 存在 ae* A 使 得 f(a) =* b. 

证 明 (1) 车 f :4 一 B 是 零 态 射 , 则 对 任意 的 a er? 4 有 f(a) = 0, K 
f(a) =* 0. RZ, W a= 14, W f= f(14) =* 0, k f= 0. 

(2) 若 f 是 单 态 射 , oo €* A, f(a) =* f(a’), 则 存在 满 态 射 六 7 使 得 f(a)p = 
Fap’, BOR ap = a'p’, 因此 a =" a’. 

反之 , 如 果 对 任意 的 a,a’ €* A, f(a) =" f(a’) > a =* a, 车 取 a = 0, WARE 
RRA a € A, f(a) =* 0 = a =" 0, 故 ker(f) =0,f 是 单 态 射 . . 

(3) 若 f 是 满 态 射 , b e* B. 考虑 由 f Al b 形成 的 拉 回 方形 , 由 命题 4.2.9 可 知 
f 的 拉 回 g 是 满 态 射 . 设 a 是 5b 的 拉 回 , 则 有 f(a) =* b. 

反之 , 对 ls € B, 存在 a c A 使 得 f(a) =* 1s, 即 存 在 满 态 射 p,q 使 得 
fap = 189 = gq, 因此 f EREM. 

(4) 车 序列 AL B.C 是 正 合 的 , Ha ct A. W g(F(a)) = (9f)(a) = 0, 故 
9(f(a)) =" 0. 另 一 方面 , 如 果 gb) =* 0, 考虑 f 的 分 解 4 > Ts B, 其 中 e 是 满 
态 射 而 m 是 单 态 射 . 由 命题 4.2.6 和 正 合 性 可 得 m = ker(g), 故 5 可 通过 m 唯一 地 
分 解 为 b= mk, i a FÈ k WA e 的 拉 回 ,9 是 e 沿 着 大 的 拉 回 , 则 9 是 满 态 射 并 且 
f(a) = mea = mkq = bq, 故 f(a) =* b. 

反之 , 如 果 条 件 成 立 ， 同 样 考虑 f 的 分 解 4 > I- B, 其 中 e 是 满 态 
射 而 m 是 单 态 射 , 我 们 只 需 证 明 m = ker(g) 即 可 . 由 条 件 中 的 第 一 部 分 我 们 有 
gme = gf = gf(14) = g(f(14)) = 0, T e 是 满 态 射 , 故 有 om = 0. #b:D >B 
使 得 gb = 0, 由 题 设 条 件 存在 a e* A 使 得 f(a) =* b, 因此 存在 满 态 射 p,q 使 得 
f(a)p = bq. 考虑 由 m 和 5 形成 的 拉 回 方形 . 设 上 是 m 沿 着 5 的 拉 回 , s 是 上 沿 着 
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m 的 拉 回 , 由 于 m(eap) = f(a)p = bq, 故 存在 唯一 的 态 射 r 使 得 9 = tr, eap = sr, 
而 9 是 满 态 射 , 故 t 是 满 态 射 . 另 一 方面 t 是 单 态 射 , m 的 拉 回 是 一 个 单 态 射 , 因此 
t 是 一 个 同 构 , 从 而 b 可 以 通过 m 分 解 为 b= mst-!1. 由 于 m 是 单 态 射 , 因此 5b 通 
过 m 的 分 解 是 唯一 的 . 口 
下 面 我 们 利用 擅 元 素 的 工具 来 证 明 一 个 较 弱 的 “ 蛇 型 ” 引 理 (由 于 引 理 的 证 明 
需要 像 蛇 一 样 在 方形 的 边缘 弯曲 盘 行 而 得 名 ). 
引 理 4.3.7 ”在 Abel 范畴 C 中 考虑 下 面 图 表 : 


0 0 0 


0—> A, > Ap > Ag 


sd 


0—> B, “> B, “+ B, — 0 


v v vs 
t 
hy h 
0—>C, —>C, 一 ~ Cs > 0 
w wa ws 


若 该 图 表 中 所 有 的 行 和 列 都 是 正 合 的 并 且 所 有 的 方形 都 是 交换 的 ， 则 存在 态 射 
s : hs 一 Dy 使 得 序列 
0 Ay 24 Ag Æ Ay + Dy 45 Ds 4 Da +0 


IER. 
证 明 PA AR s, 我 们 首先 来 形成 下 面 的 交换 图 表 : 
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其 中 右上 角 的 方形 是 一 个 拉 回 方形 , 而 左下 角 的 方形 是 一 个 推出 方形 , 并 且 e: K 一 
P Æ p hth, d: Y 一 2 fan HRB. WF gge = uspe = 0, 因此 ge 可 通过 oo WK 
唯一 分 解 , 但 由 序列 0 一 By + By ~ Bs 一 0 的 正 合 性 可 知 ker(g2) = gi, 因此 存 
在 唯一 的 态 射 + : K 一 Bi 使 得 ge = gir, 对 偶 地 可 证 存在 唯一 的 态 射 m : C3 一 Z 
使 得 dt = mhe. 因此 该 图 表 中 所 有 的 方形 均 交 换 . 另外 由 Bo B 一 0 的 正 合 性 
可 知 go 是 满 态 射 , 因此 由 命题 4.2.9 知 p 是 满 态 射 , Be p = coker(ker(p)) = coker(e). 
BHAT n = ker(d). 

注意 到 Bl 4 C1 “4 D, 的 正 合 性 , 可 得 tuzge = tugir = thir = nwivir = 
0, 由 于 p = coker(e), 存在 唯一 的 态 射  : As 一 了 使 得 tvg = jp， 进 一 步 由 
As => Bs = Os 的 正 合 性 有 dip = dtuag = musuap = 0, 而 p 是 满 态 射 , 故 有 
dj = 0, 从 而 由 n= ker(d) 可 知 存在 唯一 的 态 射 s : 43 一 Di 使 得 j = ns. 为 了 说 明 
s 就 是 满足 命题 条 件 的 s, 我 们 来 看 s 在 擅 元 素 上 的 作用 . 

Üt a €* As, W us(a) €* Bs, 由 于 9 是 满 态 射 , 存在 be* Bo {844 go(b) =* ua(a). 
这 时 (hav2)(b) =" (vag2)(b) =* (vsus)(a) =" 0, 由 引 理 4.3.6 知 存在 c e* Cy 使 得 
hi(c) =* va(b). 我 们 来 说 明 wi (c) =* s(a). 

由 关系 式 g2(b) =* us(a) 及 引 理 4.3.6 知 存在 a Ee* P {848 p(a’) =* a, qla’) =* b, 
这 时 我 们 有 ns(a) =* j(a) =* (jp)(a') =* (tv2q)(a’) =* (tv2)(b) =* (thi)(e) = 
(nw1)(c), 但 n 是 单 态 射 , BAT sla) =* wi(c). 

现在 我 们 把 目光 转向 命题 中 欲 证 的 正 合 性 . WG e Az W a =* falâ) b = 
u2(&). 则 按照 上 面 的 论述 我 们 有 g2(b) =* (gzp2)(&) =* (usf2)(6) =* us(a), 因此 存 
在 cE* Ci 使 得 hi(c) =" v2(b) =" (vou2)(@) =" 0, 但 是 h 是 单 态 射 , 故 c =" 0, 从 
而 s(a) =* wi (c) =" 0. 

设 a E* As 使 得 s(a) =* 0, 如 前 面 的 论述 取 b e* Bo,c e* C, 满足 g2(b) = 
us(a), hi(c) =* v2(b). 这 时 有 wi(c) =" s(a) =" 0, 故 存 在 We” By 使 得 vi (b) =* c. 
由 于 (v2g1)(0) =* (hivi)(6’) =" hi(c) =* wo(b), RIIA b- g(b') e* By 使 得 
vo(b — gi(b!)) =* 0, 故 存在 a €* Az 使 得 wz(o) =* b- g1(b)， 进 一 步 我 们 有 
(usf2)(a’) =* (g2u2)(a') =* g2(b ~ gi(b’)) =* g2(b) ~ (9291)(b') =* go(b) =* us(a), 但 
是 由 正 合 性 可 知 us 是 单 态 射 , 因此 有 fol’) =* a. 这 样 我 们 就 证 明了 序列 Ap 2 
As 一 Di 的 正 合 性 . 下 面 我 们 来 证 明 序列 As ++ Di Æ D: 的 正 合 性 即 可 完成 
命题 的 证 明 . 

取 a Ee* As, 如 前 面 的 论述 可 取得 c e* Ci 满足 hi(c) =* v2(b), 这 时 我 们 有 
kıs(a) =* (kıwı)(c) =* (wahi)(c) =* (wav2)(b) =* 0. 

最 后 设 d c Di 使 得 hh(d') = 0. 由 于 w 是 满 态 射 , 存在 d e Cy 使 得 
wild) =* d’, 这 时 (wzjaj(c) =" (kiwi)(c) =* ki(d') =* 0, 因此 存在 b e* Bo 
使 得 v2(b) =" 和 a(c)， 进 一 步 由 (usgz)( =* (hzv2)(b) =* (jaja)(c) =* 0, 存在 
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a E* As 使 得 ua(a) =* go(b). 回忆 前 面 关 于 s 对 伪 元 素 的 作用 的 论述 , 我 们 可 以 看 
出 s(a) =* wi (d) =* d'. o 


练习 4.3 


1. 在 Abel 29 C P, 设 f =gh. 证 明 存 在 一 个 正 合 序列 
0 一 ker(h) 一 ker( f) 一 ker(g) — + +. 一 coker(h) 一 coker(f) 一 coker(g) 一 0. 
2， 试 利用 引 理 4.3.7, EA “HEAL” 引 理 . 在 Abel 范畴 C 中 考虑 下 面 的 交换 
Bk: 


若 该 图 表 中 的 三 列 和 中 间 的 两 行 都 是 正 合 的 , 则 存在 态 射 s : As 一 D1 使 得 序列 


A h, Az h, As 2, D, b, Da t, D; 


第 5 章 BK 


范畴 论 在 现代 数学 中 的 应 用 有 两 个 非常 成 功 的 范例 , 一 个 是 在 代数 拓扑 学 中 
的 应 用 , 另外 一 个 是 在 代数 几何 中 的 应 用 . 范畴 论 在 代数 几何 中 的 应 用 是 通过 引入 
一 个 新 的 工具 一 一 层 论 来 实现 的 , 另 一 方面 层 论 也 是 集合 论 与 代数 几何 的 共同 推 
广 — Topos 理论 的 基础 . 本 章 我 们 来 介绍 层 论 的 一 些 基本 内 容 和 基本 思想 . 


5.1 层 的 定义 


层 的 概念 来 自 于 对 拓扑 空间 上 的 某 一 类 具有 很 好 性 质 的 函数 的 观测 , 如 连续 实 
值 函 数 或 可 导 函 数 . 拓扑 空间 X 上 的 任意 一 个 连续 实 值 函数 了:X 一 下 在 的 一 
个 开 子 集 U 上 的 限制 flu: U 一 及 仍然 是 U 上 的 一 个 连续 实 值 函 数 . 反之 给 定 X 
的 一 个 开 覆 盖 {Ui | ie I}, 如 果 每 个 U: 上 都 定义 了 一 个 连续 实 值 函数 fi: Ui > R, 
并 且 这 些 函数 在 公共 的 部 分 是 “相符 合 的 ”, 即 对 任意 两 个 天, 方 都 有 fi(z) = fj(z) 
对 所 有 的 ze UinU; 成 立 , 则 连续 函数 族 {fi | ie 了 } 可 以 “并 接 ” 为 X 上 的 一 个 
连续 函数 , 即 存在 唯一 的 连续 函数 了  X 一 民 使 得 f 在 每 个 Ui 上 的 限制 flu, = fi 
这 表明 了 拓扑 空间 X 上 的 连续 实 值 函 数 可 以 “局 部 ”地 确定 . 如 果 对 X 中 的 每 个 
FR U 我 们 记 CU) = {f | f: U = REER), BV CU, 存在 一 个 限制 映射 


C(V CU): CU) > C(V) 


使 得 任意 的 fe CU), C(V C U)(f) = flv. 
将 X 的 拓扑 T(X) 看 作 一 个 偏 序 集 (从 而 可 以 看 作 一 个 范畴 ), 则 C 定义 了 一 
个 反 变 函 子 C :T(X)"P 一 Set. 另外 给 定 U 的 一 个 开 覆 盖 U =UUi, 记 


e:C(U) 一 Iowo, f+ (flo), 
p: Tew) 一 Tew, NU5), (F) > (Filuinw;), 
q: Tow) > Teen Uj), (fi) > (filuanu;)s 
则 条 件 : ; 


任意 一 族 在 公共 部 分 “相符 合 的 ”的 连续 实 值 函 数 {fi : Ui 一 R} 都 能 够 “并 
BAU 上 的 一 个 连续 实 值 函 数 
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等 价 于 条 件 : 
e: C(U) 一 J]; C(U:) 是 平行 对 映射 p,q : I CU) 一 Tiy CU: N U;) 的 等 值 


拓扑 空间 上 许多 类 似 地 可 以 “局 部 ”确定 的 结构 导致 下 面 的 层 的 定义 . 

定义 5.11 设 义 是 一 个 拓扑 空间 : 

(1) 车 F: (X)? 一 Se 是 一 个 反 变 函 子 , 我 们 称 之 为 X 上 的 一 个 准 层 
(presheaf). 

(2) 如 果 X 上 的 准 层 F 满足 对 任意 的 < (X) 以 及 U HERR 
{Ui | i € I}, e : FU) > TL, F(U:) 是 平行 对 映射 


pa: [[FU) > [[ FU: nu) 
i ij 


的 等 值 子 , 则 称 F 是 空间 X 上 的 一 个 E (sheaf). XE e:t (F(U: CU)(t)), p: 
(ti) > (F(U: AU; S U;)(ti)), q : (ti) > (F(U: UI) S U;)(t;)). 

上 面 的 定义 可 以 方便 地 解释 为 拓扑 空间 X 上 的 一 个 层 就 是 对 X 中 的 每 个 开 
集 U 指定 一 个 集合 FU) 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1)* &V CU, 则 存在 一 个 “限制 * 映射 F(V CU): FU) 一 F(V). 

(2)* 给 定 开 集 U 的 一 个 开 覆 盖 U = User Ui 以 及 一 族 元 素 {ti € F(Ui) | i € I}, 
满足 F(U: nN VU; SU) = F(U: NU; C U;)(t;), 则 存在 唯一 的 + e F(U) 使 得 
F(U: CU)t) = ti- 

为 了 方便 ， 对 任意 的 开 集 包 含 V CU Rt e FU), 我 们 今后 记 th = 
F(V CU)(t), 称 为 t 在 V 上 的 限制 . 

例 5.1.2 设 X 是 一 个 拓扑 空间 . 令 D : P(X)? 一 Set, DU) = {fF : X 一 
及 是 可 导 函 数 }, 对 任意 的 开 集 包 含 VC U,“ 限 制 " 映 射 DOV CU): DV) > D(V) 
为 通常 的 函数 限制 , 则 D 是 X 上 的 一 个 层 . 但 是 准 层 B P(X)? 一 Set, B(U) = 
{f:X 一 及 是 有 界 连 续 函数 } 不 是 一 个 层 . 

例 5.1.3 设 久 是 一 个 拓扑 空间 ,U 是 X 中 的 一 个 开 集 . 则 反 变态 射 函 子 


o {*}, VOU 
T(X)(=,U) : P(X)? — Set, V { n ee 
是 X 上 的 一 个 层 , 这 里 {*} 是 单 点 集 . 特别 地 层 (XX)( 一 , 关 ) : P(X)? 一 Set 使 得 
任意 开 集 U, P(X)(—,X)U) = {*} 是 单 点 集 , 我 们 在 后 面 可 以 看 出 这 个 层 实 际 上 是 
和 上 的 层 范畴 中 的 终 对 象 . 
例 5.1.4， 设 X 是 一 个 拓扑 空间 . 令 G:T(X)%P -Set,G(U) = {V € r(x) | 
V CU}, 对 任意 的 开 集 包含 VC U, “限制 ” 映射 G(V CU): GU) 一 GU) 为 
太一 UnV, 则 容易 验证 G 是 X 上 的 一 个 层 . 
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对 于 拓扑 空间 X LAER FAG, 下 与 G 之 间 的 一 个 态 射 是 指 一 个 自 
RER a : F> G, 则 我 们 可 以 形成 函 子 范畴 IF(X)"P, Set] 的 满 子 范畴 Sh(X), 其 
对 象 为 空间 X 上 的 所 有 的 层 . 容易 看 出 例 5.1.3 中 的 常 值 层 TX), X) 是 层 范畴 
Sh(X) 中 的 终 对 象 . 

引 理 5.1.5 i D: J Sh(X) 是 层 范畴 Sh(X) 上 的 一 个 了 型 图 , {aj :下 一 
D(j) | j € bJ} 是 D 的 极限 , 则 对 任意 的 U € T(X)，{fai(U) : F(U) 一 DO)(O) | 
j € obJ} 是 函 子 Du : J > Set, Du(j) = D(j)(U) 的 极限 . 

证 明 设 U eT(X). 由 于 {aj : F > Dj) |j € obJ} Æ D HRR, 故 
{aj(U) : F(U) + D(j)(U) | j € bI} 是 函 子 Du 上 的 一 个 锥 形 . 设 {B;(U) : 4 一 
D(j)(U) | j € bI} 是 函 子 Du 上 的 任意 一 个 锥 形 , 令 


. a A, VCU 
G:T(X)? > Set, vf ; eee 
容易 看 出 G 是 X 上 的 一 个 层 ， 对 任意 的 VE T(X), j € obJ, #V cU, S 
BV) = DO(V S UV)B(V): G(V) = A > DOV), Æ V Z U, 则 Bi(V): G(V) = 
O 一 DO)(Y) 是 空 映射 , 则 容易 验证 对 任意 的 Je obT, 2j: G 一 D(j) 是 自然 变 
换 , 并 且 {8; : G 一 DO) | j € bI} 是 D 上 的 一 个 锥 形 , 因此 存在 唯一 的 态 射 
Y: G > F IEI BV) = (VAV) 对 任意 的 je ob7 和 VeT(X) 成 立 , 特别 地 
映射 YU) : A = GU) > F(U) 满足 Bi(U) = aj(U)y(U) 对 任意 的 j € obT WX, 
并 且 这 样 的 映射 是 唯一 的 . 口 

上 面 引 理 表明 了 层 范畴 中 的 极限 是 由 每 个 开 集 对 应 图 表 的 极限 确定 , 即 所 谓 的 
“ 逐 点 计算 的 ”. 

设 G, 是 空间 X 上 的 层 . 如 果 对 任意 的 Ue T(X)，G(U) C F(U), HAS 
V CU, W G(V S U) = F(V C U)lew) : GU) > G(V), 则 称 G 是 下 的 一 个 子 层 
(subsheaf). 

推论 5.1.6 ” 设 G,F 是 空间 XX 上 的 层 , 则 G&F 在 层 范畴 Sh(X) 中 的 子 对 
象 当 且 仅 当 G 是 F 的 子 层 . 

证 明 如 果 G 是 下 的 子 层 , 则 明显 的 包含 a:G 一 下 使 得 对 任意 的 UET(X)， 
ay : GU) 一 F(U) 是 一 个 包含 映射 , 并 且 由 “计算 的 逐 点 性 ”可 知 a 是 层 范畴 
Sh(X) 中 的 单 态 射 . 

反之 若 G 是 F 在 层 范畴 Sh(X) 中 的 子 对 象 , 则 存在 Sh(X) 中 的 单 态 射 < : 
G 一 已 但 是 <:G 一 下 是 单 态 射 当 旦 仅 当下 面 的 方形 是 层 范畴 Sh(X) 中 的 一 个 


5.1 层 的 定义 - “85. 


拉 回 方形 : 


由 引 理 5.1.5 可 知 这 时 对 任意 U ET(X), 下 面 方形 是 集合 范畴 Set 中 的 一 个 拉 
回 方形 : 


lew) 


Gu) > qv) 
lew) ev 
GU) +> FU) 


因此 每 个 ev : GU) 一 F(U) 都 是 一 个 包含 , 同时 由 < 的 自然 性 可 知 对 任意 的 
FRE V CU HA GU CU) = FV CU)lewy : QU) > G(V), i G E F H 
子 层 . o 

由 于 一 个 层 的 子 层 的 全 体 显然 是 一 个 集合 , 因此 我 们 立即 有 下 面 推论 . 

推论 5.1.7 AIBE Sh(X) 是 一 个 良 守 范畴 . 

下 面 我 们 介绍 一 个 令 人 感 兴趣 的 结果 , 该 结果 表明 空间 X 上 的 拓扑 可 以 反 过 
来 由 X 上 的 层 范畴 得 到 , 因此 层 范畴 Sh(X) 完全 确定 了 空间 X 的 拓扑. 

命题 5.1.8 iX 是 拓扑 空间 , 记 Subsh(x)(1) 是 常 值 屋 1=T(X)(-,X) 在 范 
BE Sh(X) 中 的 子 对 象 偏 续集 , 则 


T(X) Subsp(x)(1) 
证 明 ”对 任意 的 W es T(X), 定义 一 个 层 Sw MF: 


UcwW 


,| Bh 
Sw :T(X)°P — Set, U ve ugw 


BR Sw 是 1 的 子 层 . 

反之 若 3 是 1 的 子 层 , 则 对 任意 开 集 U, S(U) = {+} 或 者 SU) =0. 由 于 3 是 
PRY, Ge V CU 并 且 S(U) = {+}, W S(V) = {+}, 另外 如 果 忆 = UU: 并 且 对 所 
有 的 i, S(U:) = {+}, 则 由 层 的 定义 可 知 S(V) = {+}. 因此 若 令 W = UU €T(X) | 
S(U) = {*}}, 则 容易 看 出 对 任意 开 集 U, S(U) = {+} 当 且 仅 当 U CW. 这 表明 对 
应 网 一 Sw 是 一 一 到 上 的 , 明显 地 该 对 应 及 其 逆 是 保 序 的 , 因此 是 一 个 同 构 .， 口 


练习 5.1 
1. A X REEN. 证 明 在 层 范畴 SX) P, 满 态 射 的 拉 回 仍然 是 满 态 射 . 
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2. & X tihi, P :T(X)? 一 Set 是 一 个 准 层 . 如 果 将 开 全 U € T(X) 
EEDA {Vi | i cI} AH rX) iti, {P(Vi C Vj): POV) 一 
P(V;) | Vi C Vii j E€ I} EHH Set 中 的 一 个 图 . 证 明 已 是 一 个 层 当 且 仅 当 对 
X 中 任意 一 个 开 集 U 以 及 U 的 任意 一 个 开 窗 盖 {Vi lic 1I}, {PU CV): 
P(V;) + P(V;) | Vi C Vj, i,j € T} 的 极限 是 {P(Vi CU): PU) > P(Vi) |i € I}. 

3. it X RIE, BCT(X) AX AE. 我 们 定义 已 上 的 一 个 准 层 就 是 
PAE EF 下 : BP 一 Set. 类 似 于 定义 5.1.1, REZ F 满足 对 任意 的 UEB 
以 及 U 的 任意 一 个 由 B 中 的 开业 构成 的 开 徐 盖 {Ui |i c TI}, e: F(U) + [l]; FU:) 
是 平行 对 映射 p,q : TL, Fs) > Ts (Ui) 的 等 值 子 , 则 称 FR BLAH 
层 . 定义 两 个 层 之 间 的 态 射 为 自然 变换 , 则 我 们 同样 可 以 得 到 B 上 的 层 范畴 Sh(B). 
Riz Wie Sh(X) 等 价 于 范畴 Sh(B). 


5.2 ”局 部 同 胚 映 射 


本 节 我 们 来 讨论 层 的 一 种 等 价 的 表达 形式 , 我 们 将 证 明 给 定 拓扑 空间 X 上 一 
个 层 等 价 于 给 定 一 个 局 部 同 胚 映射 Y 一 X, 从 而 说 明 层 范 畴 Sh(X) 等 价 于 X 在 拓 
扑 空间 与 局 部 同 胚 映射 范畴 LH 上 的 切片 范畴 LH/X. 

设 X,Y 是 拓扑 空间 , f :Y X. 如 果 对 任意 的 ye Y, FE y 的 一 个 开 邻 域 
Uy, 使 得 f (Uy) 是 X 中 的 开 集 并 且 了 在 Uy 上 的 限制 flu, : Uy > (U) 是 一 个 同 
HAS, 则 称 7 是 一 个 局 部 同 胚 映射 . 

引 理 5.2.1 (1) 任意 一 个 局 部 同 胚 映射 都 是 连续 的 开 映 射 . 

(2) 局 部 同 胚 映 射 的 复合 仍然 是 局 部 同 胚 映射 . 

证 明 (1) 设 f:Y 一 XX 是 一 个 局 部 同 胚 映射 ,由 定义 可 知 f 在 每 一 点 处 都 连 
续 , 因此 是 连续 的 . 另外 对 Y 中 任 一 开 集 U, 存在 U 的 一 个 开 覆 盖 U = UU, 使 得 
每 个 f(Ui) 都 是 X 中 的 开 集 , 故 SU) = US (Ui) È X HAR. 

(2) 设 f:Y +X, g: X> Z 都 是 局 部 同 胚 映射 , 对 任意 的 ye Y, 取 y 的 一 
个 开 邻 域 Uy, 1E f(U,) 是 X 中 的 开 集 并 且 了 在 U, 上 的 限制 flu, : Uy > f(y) 
是 一 个 同 胚 ， 同 时 我 们 可 以 取 f(y) 的 一 个 开 邻 域 VW S fU), 使 得 g(W) 是 Z 
中 的 开 集 并 且 9 在 Vy 上 的 限制 glv, : Vy 一 g(W) 是 一 个 同 胚 , 这 时 y 的 开 邻 域 
F (Vu) O Uy 满足 gF (Vy) O Uy) = g(W) 是 2 中 的 开 集 并 且 gf|f-:(w)nuv : 
F Vo) > gf (FV) 是 一 个 同 胚 , 因此 gf 是 局 部 同 胚 映射 . a 

由 上 面 引 理 可 知 以 所 有 拓扑 空间 为 对 象 , 局 部 同 胚 映射 为 态 射 形 成 了 拓扑 空间 
范畴 Top 的 一 个 子 范畴 , 记 作 LH. 

下 面 我 们 来 讨论 层 与 局 部 同 胚 映射 之 间 的 关系 , 首先 我 们 扩大 讨论 的 范围 , 考 
虑 切片 范畴 Top/X 与 准 层 范畴 [(X)P, Set] 之 间 的 关系 . 
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Ü (Y, f) € ob(Top/X). Xt X 中 的 任意 开 集 U, 令 
Ə, (U) = {s |s: U 一 了 连续 , fs: U 一 X 是 一 个 包含 }， 
GV CU, 则 存在 一 个 明显 的 限制 映射 
eewnYSD:ewrnO) 一 em， s> slv. 


因此 Ov 是 空间 X 上 的 一 个 准 层 ， 进 一 步 如 果 U = UU; 并 且 对 每 个 i 有 
si € Ogy, (Ui), E siluu, = sjlvinv;, 则 显然 存在 唯一 的 se Oy plU), 使 得 s 
在 每 个 VU; 上 的 限制 slu, = si, 因此 Oy, p) 实际 上 是 空间 X 上 的 一 个 层 . 

若 p: (了 1 一 (2,9), 定 义 6r:6ty1) > 9(z,o), 使 得 对 X 中 任意 开 集 U， 


en(U) : Or, (U) > Oz,9)(U), sm ps. 


不 难看 出 这 样 定义 Op 是 合适 的 , 即 Op : 8(y,y) 一 Ozo) 的 确 是 一 个 准 层 态 
射 , 即 是 一 个 自然 变换 . 因此 下 面 的 引 理 是 明显 的 . 

引 理 5.2.2 ©: Top/X 一 [FT(X)op,Set] 定义 了 一 个 从 切片 范畴 Top/X 到 准 
层 范畴 [PC(X)ep, Set] HRF- 

接 下 来 , 我 们 来 建立 一 个 从 准 层 范畴 [C(X)"P,Set] 到 切片 范畴 Top/X 的 函 子 . 

iF :T(X)°? 一 Set 是 一 个 准 层 , z € X. 不 失 一 般 性 假设 集 族 {F (UV) | z EU} 
是 两 两 不 交 的 , 在 并 集 Urcu FU) 上 定义 一 个 等 价 关 系 如 下 : 

s E€ F(U),t € F(V), s ~t e FERR W CUNY 使 得 zeEW 并 且 


slw = tlw, 


记 商 集 Uscu FU)/ ~ 为 Fe. 从 极限 的 角度 来 看 , 不 难看 出 Fo 其 实 是 图 表 
{F(V CU): F(U) > F(V) |2 E€ V CU} 的 余 极 限 . 现在 我 们 令 


Ar= [|] F 


zEX 
为 所 有 Fe 的 不 交 并 , 记 
f :AP > X, 对 任意 的 [s]s € Fe, f([s]z) = z, 


这 里 [sjz 表示 s 在 并 集 Urey F(U) 中 的 等 价 类 . 对 X 中 任意 开 集 口 , 若 se F(U), 
则 s 确定 了 一 个 从 U 到 Ap 的 映射 


3:U > Ap, 24 [sle. 
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集 族 {8(U) | s € F(U),U eT(X)} 形成 了 Ar 上 的 一 个 拓扑 基 , 在 Ar 上 赋予 
该 拓扑 使 之 成 为 拓扑 空间 , 我 们 称 之 为 准 层 下 的 关联 层 空间 . 这 时 了: Ap 一 六 是 
连续 映射 并 且 每 个 3:U 一 Ap 都 是 连续 的 开 上 映射 , 由 于 3 都 是 单 射 , 因此 每 个 ;的 
值 限 制 5 : U 一 3(U) 都 是 一 个 同 胚 . 进一步 对 任意 的 [jz E Fz 和 x 的 开 邻 域 U， 
SlU) 是 [sjz 的 开 邻 域 并 且 5: U 一 (U) 是 了 的 限制 flaw) : 3(U) 一 U KAA, 
因此 我 们 可 以 得 到 f : Ar > X 实际 上 是 一 个 局 部 同 胚 映 射 . 

若 a :下 一 G 是 一 个 准 层 态 射 , 定义 


Aa: Ar > Ag, [slz +> [av(s)]z, z € U,s € F(U), 


不 难 验证 Aq 是 连续 映射 , 因此 我 们 可 以 得 到 下 面 的 引 理 . 

引 理 5.2.3 A: [L(X)?, Set] 一 Top/X 是 一 个 函 子 . 

定理 5.2.4 t X JHA, W A: [F(X)op, Set] 一 Top/X + © : Top/X > 
(P(X)°P, Set] 是 一 对 伴随 函 子 , (A 4 6). 并 且 n: llr(x)or,set] 一 OA 使 得 对 任意 的 
F € ob[I'(X)?, Set], U € T(X), 


(np)u: F(U) > Oa; (U), sė 
是 伴随 的 单位 , 而 = : AO 一 1Top/x 使 得 对 任意 的 (Y, f) € ob(Top/X), 
evn :Mewn > (YS), [slz > s(2) 


是 伴随 的 余 单位 . 特别 地 , 如 果 F 是 一 个 层 , 则 nr: F 一 On, 是 一 个 自然 的 同 构 ， 
如 果 f :Y 一 X 是 一 个 局 部 同 胚 映射 , 则 eyy : Aew n 一 (Y, f) 是 一 个 同 构 . 
证 明 ”首先 我 们 来 说 明 n 与 = 是 自然 变换 . 
对 X 上 的 任意 一 个 准 层 F, U,V eT(X), V CU, se F(U), HF Sly = 
siv : V 一 Ar, & nr : F > BA(F) 是 一 个 自然 变换 . Ba: 已 一 G 是 一 个 准 层 
态 射 , 对 任意 的 U eT(X), se F(U), 都 有 au(s) = Aes: U > Ac, 即 下 面 的 方形 
交换 ， 
F(U) 8 (OA)(F)U) 
ay e@A(au) 


G(U) “28 (eayayu) 


因此 n: Upcxyer,sety 一 OA 是 一 个 自然 变换 . 

对 任意 的 (Y, f) € ob(Top/X), # s : U >Y, t: V > Y 满足 [sl = 四 。， 
则 存在 z 的 开 邻 域 W S U NV 使 得 slw = tlw. 因此 s(x) = t(x), 这 说 明定 义 
E(Y,7) : AO(Y, F) = (Y, f), [slz = s(2) 与 s 的 选取 无 关 . 另外 容易 验证 eyy) 是 连 
续 映射 , 并 且 e: AO 一 1Top/x 是 一 个 自然 变换 . 
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接 下 来 我 们 来 验证 7 与 s, 使 得 下 面 两 个 复合 都 是 单位 自然 变换 ， 


e®ere 20, AA ACA SA. 


对 第 一 个 复合 , 设 (Y,) € ob(Top/X), U € (X). 则 对 任意 的 se O,p(U), 2 
合 中 的 第 一 个 映射 将 s 对 应 为 S, 而 第 二 个 映射 将 5 对 应 为 复合 U + Noy, “2 
Y, 即 s 自身 . 

对 第 二 个 复合 , 设 F E obIF(X)ep,Setl，I € T(X). 则 对 任意 的 [sj。e Ar(U), 
复合 中 的 第 一 个 映射 将 [sj 对 应 为 辐 -, 而 第 二 个 映射 将 [Je 对 应 为 s(z) = [sle 

这 样 我 们 就 证 明了 伴随 性 (A, ©, n,e) : [(X)°, Set] 一 Top/X. 

最 后 我 们 来 证 明 如 果 是 一 个 层 , 则 np : F> Or, 是 一 个 自然 的 同 构 , 如 果 
FY = X 是 一 个 局 部 同 胚 映 射 , 则 e(y,y) : Ney, 一 (YS) 是 一 个 同 构 . 

设 忆 是 一 个 层 , ID eT(X). 若 ste F(U), 3=i:U 一 Ar, 则 对 任意 的 zeU， 
由 [sjs = [tle 可 知 存在 z 的 开 邻 域 Us CU 使 得 slu, = tlu- 这 时 {Us | 2 € U} 构 
成 UU 的 开 覆 盖 , 使 得 。 和 + 在 该 覆盖 中 的 每 个 开 集 上 的 限制 都 相同 , 因此 由 层 的 定 
义 可 得 s = t. 这 说 明 me(U) : F(U) 一 Oas (U) 是 一 个 单 射 . 

另 一 方面 , Wh € On,(U), Bh: U 一 Ap 满足 复合 U > Ar GX BT 
A. 则 对 任意 的 ze U, 存在 z 的 开 邻 域 Ve 以 及 ss € F(Ve), 使 得 h(z) = [sz]z. 由 
F h ERIH, se (Ve) 是 [sz]s 在 Ar 中 的 开 邻 域 , 因此 存在 z 的 开 邻 域 Ws C UNV， 
使 得 (We) C sz(Vz), BI h ZE We 上 的 限制 hlw, 与 se 的 作用 相同 . 注意 到 对 任 
意 的 my CU, sz 在 Wa NW 上 的 限制 与 sy 在 Ws N W 上 的 限制 相同 , 因此 由 上 
面 关于 ne(U) 是 单 射 的 证 明 可 知 , sz|wnw, = sylw.nw,. 因此 由 {We | ze U} 构 
成 UV 的 开 要 盖 , 而 是 层 , 存在 唯一 的 se F(U), 使 得 slw。 = ss. 这 时 对 任意 的 
z €U, h(x) = sz(z) = s(z), ATTA h= å. 这 说 明 ne(U) : FU) > Orp (U) 是 一 个 
满 射 

SPY 一 X 是 一 个 局 部 同 胚 映射 ,我 们 来 构造 e(y.j) : Aen, > Y, f) 的 一 
个 道 . 
设 ye Y, 则 存在 y 的 开 邻 域 V 和 f(y) 的 开 邻 域 U, 使 得 f 在 V 上 的 限制 
V > U 是 一 个 同 胚 . 记 s : U 一 Y 是 该 同 胚 的 道 映射 与 到 Y 的 包含 映射 的 复 
合 , 则 s<seon(D). 令 


69:Y 一 Aewn， 90(y)= [ssw 


则 容易 验证 9 是 连续 映射 并 且 Oey, py) 与 a(y,j)9 都 是 恒 同 映射 . 口 
由 定理 5.2.4 立即 可 以 得 到 下 面 推论 . 
推论 5.2.5 BT 6 与 A 在 层 范畴 Sh(X) 与 切片 范畴 LH/X 上 的 限制 成 为 
一 对 等 价 函 子 , 即 层 范畴 Sh(X) 等 价 于 切片 范畴 LH/X. 
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由 于 任意 拓扑 空间 X 上 的 层 范畴 Sh(X) 等 价 于 切片 范畴 LH/X, 因此 许多 
范畴 论著 作 中 直接 定义 拓扑 空间 X 上 的 一 个 层 就 是 X 上 的 一 个 局 部 同 胚 映射 
Y 一 X, 即 切片 范畴 LH/X 中 的 一 个 对 象 , 而 一 个 层 态 射 就 是 LH/X 中 的 一 个 
态 射 . 

推论 5.2.6 ARF I: Sh(X) 一 (P(X), Set] 存在 左 伴随 , 即 层 范畴 Sh(X) 
是 准 层 范畴 [P(X)°?, Set] 的 反射 子 范 畴 . 同时 包含 孙子 J: LH/X 一 Top/X 存在 
右 伴随 , 即 切片 范畴 LH/X 是 切片 范畴 Top/X 的 余 反 射 子 范畴 

证 明 设 Ao : Sh(X) 一 LH/X 与 Oo : LH/X — Sh(X) 分 别 是 A 与 的 限 
制 函 子 . 

Sh(X) = LH/X 

l L 

(P(X), Set] = Top/x 
由 于 对 任意 准 层 F, Ar € ob(LH/X), 因此 由 伴随 性 (A 4 ©) 可 知 A 的 值 限制 函 
F A’: (U(X), Set] > LH/X BMA RT OJ : LH/X 一 (P(X), Set] 的 左 伴随 . 
注意 到 与 等 价 函 子 的 复合 不 会 影响 伴随 性 , 因此 复合 函 子 Cod’ : [[(X)°?, Set] 一 
Sh(X) 是 复合 函 子 6JAo : Sh(X) 一 (P(X), Set) 的 左 伴随 . 但 是 由 定理 5.2.4, 对 
任意 一 个 层 F, On, 与 F 是 自然 同 构 的 , 故 9JAo = OAI S I, 因此 函 子 6oA' : 
(T(X)?, Set] 一 Sh(X) 是 包含 函 子 了 的 左 伴随 . 类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 包含 函 子 J 
存在 右 伴随 . 口 

我 们 称 函 子 6oA' : [P(X)°?, Set] 一 Sh(X) 是 准 层 范畴 (X), Set) 的 关联 层 
孙子 (associated sheaf functor) 或 层 化 函 子 (sheafification functor), 它 将 每 个 准 层 
对 应 为 它 的 “最 佳 层 逼近 ”. 


练习 5.2 
1. (1) 证 明 一 个 局 部 同 胚 映 射 沿 着 任意 一 个 连续 映射 的 拉 回 仍然 是 局 部 同 胚 


RH. 
(2) 设 下面 三 角形 是 一 个 由 连续 映射 构成 的 交换 图 表 : 


A x 
A S 
Z 
如 果 p,q 都 是 局 部 同 胚 映射 , 证 明 f 也 是 局 部 同 胚 映射 
(3) 证 明 包 含 函 子 1: LH 一 Top 产生 拉 回 . 


2. AHF A: [C(X)°?, Set] + Top/X 与 日 :Top/X > [F(X)°?, Set] 都 保持 
有 限 极限 . 


x 
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3. 设 X 是 拓扑 空间 , 是 一 个 集合 . X 上 的 一 个 了 值 准 层 是 指 对 任意 的 
U eT(X), T(U) = 了 (我 们 用 同一 个 全 表示 准 层 ), 而 所 有 的 限制 映射 都 是 恒 同 映 
射 . 证 明 在 函 子 A 的 作用 下 , RET A BH APSF RM MAH p: X xT X, 
其 中 全 是 离散 拓扑 空间 ， 进一步 证 明 T HARA Ar = A(T) 满足 对 任意 的 
V ET(X), Ar(V) 由 所 有 的 连续 映射 (AH ORM) SX 一 了 构成 , 从 而 得 出 
A: Set > Sh(X) 定义 了 一 个 函 子 , HLRHTFAAF Sh(X) 一 Set, Fr AF(X) 
的 左 伴随 . 


5.3” 层 范畴 的 性 质 


本 节 我 们 来 讨论 拓扑 空间 X 上 的 层 范畴 Sh(X) 的 范畴 性 质 , 我 们 将 证 明 层 
范畴 Sh(X) 具有 集合 范畴 Set 和 拓扑 空间 范畴 Top 所 共同 具有 的 一 些 良 好 的 性 
质 , 如 完备 性 , 存在 一 个 子 对 象 分 类 子 (subobject classifier) 等 . 另 一 方面 , 层 范畴 
Sh(X) 与 集合 范畴 一 样 ,具有 一 个 拓扑 空间 范畴 不 具有 的 良好 性 质 , 即 层 范畴 Sh(X) 
是 Cartesian 闭 范 畴 . 

命题 5.3.1 设 久 是 一 个 拓扑 空间 , 则 层 范畴 Sh(X) 是 一 个 完备 范畴 . 

证 明 首先 我 们 来 考虑 等 值 子 的 情形 . 

Ba, p: F >G 是 Sh(X) 中 的 一 对 平行 态 射 . 由 引 理 5.1.5 可 知 , 范畴 Sh(X) 
中 的 极限 如 存在 一 定 是 逐 点 计算 的 , 因此 对 任意 的 IseT(X), 我 们 定义 


w : E(U) > F(U) 


是 平行 对 映射 cu, Bu : F(U) > GU) 的 等 值 子 . 对 任意 的 开 集 包含 VC U, 我 们 有 
av(F(V C U)yw) = G(V € U)avyu = G(V CU) Bu = PBv(F(V SU)yo). 因此 
由 等 值 子 定义 , 存在 唯一 的 映射 E(V CU): EU) 一 EV), 使 得 F(V c Uw = 
wE(V CU). 


EU) “> FU) =e GU) 
7 
F(VGU) oven 


bi ay 
E(V) > F(V) > Gv) 


由 于 w : EU) 一 FU) Aw : EV) 一 F(V) 都 是 包含 映射 , 因此 E(V c 
U) : BU) > E(V) Æ F(V C U) : F(U) 一 FF(V) 的 限制 映射 , ATID E EE F 
的 一 个 子 准 层 , 使 得 7 : E> 下 是 一 个 自然 变换 . 因此 我 们 只 和 需 说 明 EE 是 一 个 层 
即 可 . 

给 定 开 集 U 的 一 个 开 覆 盖 U = Use Ui. 设 si € E(Ui) C F(Ui),i € 1, 满足 
siluinui = sjlunu 则 由 于 F(V EU) 与 EB(V CU) 在 E(U) 上 的 作用 相同 而 是 
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JB, 因此 存在 唯一 的 ss F(U), 使 得 slu: = si. 另外 我 们 有 av(s)\v, = av,(slv,) = 
av, (si) = Bu,(si) = Bu(sjlw, 由 于 G 是 层 , 因此 有 au(s) = Bu(s), B se E(U). 
类 似 地 , 我 们 可 以 逐 点 构造 层 范畴 Sh(X) 中 的 积 , 我 们 将 此 留 给 读者 . ried 
- 定理 2.5.3 可 得 Sh(X) 是 完备 的 . 
在 集合 范畴 Set 中 , 我 们 有 两 种 利用 映射 来 刻画 集合 X 的 子 集 4 的 方法 . 一 
种 是 利用 包含 映射 i: A 一 X, 另 一 种 是 利用 特征 函数 $4 :X 一 2 = {0,1}, 


1, TEA 
oo 人 zgA 


如 果 我 们 将 两 点 集 2 = {0,1} 中 的 元 素 1 视 为 “ 真 值 ”, 则 特征 函数 $4 恰好 把 
A 中 的 所 有 元 素 都 对 应 为 “ 真 值 ”. 我 们 可 以 把 2 中 的 “ 真 值 ” 用 一 个 映射 表示 为 


til={*}>2, 9 #41, 


其 中 1 = {x} 是 单 点 集合 , 即 范畴 Set 中 的 终 对 象 . 这 时 i : 4 一 X 是 一 个 包含 映 
射 , 可 以 等 价 地 表达 为 存在 唯一 一 个 映射 ，( 即 特征 映射 )ga : X 一 2, 使 得 下 面 的 方 
形 是 一 个 拉 回 方形 : 


A——1 
x42 


我 们 把 集合 范畴 Set 中 的 两 点 集 2 称 为 Set 中 的 一 个 子 对 象 分 类 子 . 一 般 地 ， 
我 们 在 任意 一 个 范畴 中 定义 该 范畴 的 一 个 子 对 象 分 类 子 如 下 . 

EN 5.3.2 BC 是 一 个 有 限 完备 范畴 , 1 是 C 中 的 终 对 象 . 若 C 中 存在 对 象 
Q 和 态 射 4: 1 一 Q, 满足 对 C 中 的 任意 一 个 单 态 射 m : 4 一 B, 都 存在 唯一 的 态 射 
$: BO 使 得 下 面 的 方形 是 一 个 拉 回 方形 : 


A—1 


m| | 
B—~Q 
则 称 Q 是 C 中 的 一 个 子 对 象 分 类 子 (subobject classifier). 

类 似 于 集合 范畴 Set 中 的 情形 , 我 们 可 以 验证 两 点 集 2 赋予 平庸 拓扑 是 拓扑 
空间 范畴 Top 中 的 子 对 象 分 类 子 . 下 面 我 们 来 说 明 层 范畴 Sh(X) 中 存在 子 对 象 分 
RF. 

设 X 是 一 个 拓扑 空间 , 对 X 中 任意 开 集 U, 定义 


QU) = {W Er(X)|W CU}, 
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ERR V CU, 则 有 明显 的 限制 映射 
QV CU): QU) > AV), Wrwnoy, 
因此 9 是 空间 X 上 的 一 个 准 层 . 
命题 5.3.3 Q 是 拓扑 空间 X 上 的 一 个 层 , 并 且 Q 是 层 范畴 Sh(X) 中 的 子 对 
象 分 类 子 . 
WA RU erx), 给 定 U MERA MU = UU. 若 对 每 个 ; 都 有 开 集 
V; C Uj, (4 Vi AU; = Vj OU: WV = UV: CU RTE REIN i, VNU, = Vi 都 
成 立 的 唯一 的 开 集 , 因此 Q 是 一 个 层 . 
对 任意 的 UeT(X), 令 
ty : 1(U) + Q(U), «HU, 
容易 看 出 t: 1 一 0 是 一 个 自然 变换 , 即 层 态 射 . 
设 层 S 是 层 F 的 一 个 子 对 象 , 由 推论 5.1.6, 我 们 可 以 视 5 为 的 一 个 子 层 ， 
包含 态 射 为 m :5 一 F. 对 任意 的 ET(X), 定义 
gu: F(U) > QUU), s= | {V EL(X) | zlv € S(V),V CU}. 
注意 到 F 是 一 个 层 , 因此 zls(z) € S(4(z)), 并 且 不 难 验证 6: F > 是 一 个 自 
然 变换 . 对 任意 的 Us T(X), 下 面 方形 是 交换 的 : 
S(U) ——> 1(U) 
mu tu 
FU) > QW) 
MR z€ F(U), pu(z) =U, W z = z|u € S(U), 因此 S(U) FU) 中 所 有 使 
得 pu(z) =U 的 元 素 z 构成 的 子 集 . 对 任意 一 个 如 下 的 交换 方形 : 


A 1(U) 
了 tu 
F(U) > a) 


p 的 像 p(4) C S(U), 因此 p 可 以 通过 mw 唯一 分 解 . 这 样 我 们 就 证 明了 
my : S(U) > F(U) Æ tu : I(U) > Q(U) 沿 着 gu : F(U) > Q(U) 的 拉 回 . 由 
命题 5.3.1 的 证 明 可 知 下 面 方形 是 层 范畴 Sh(X) 中 的 一 个 拉 回 方形 : 


vA al 


aN 


ie Se 
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WGE $ 的 唯一 性 , 设 层 态 射 p : F 一 9 使 得 下 面 的 方形 是 层 范畴 Sh(X) 中 的 
一 个 拉 回 方形 : 


s— 


1 
"| | 
Fa 

Se 


则 对 任意 的 U E T(X), 下 面 方形 是 集合 范畴 Set 中 的 一 个 拉 回 方形 : 


S(U) — 1(U) 


F(U) ==> Q(U) 


# V CU, ze F(U), aly € S(V), 则 由 w 是 自然 变换 可 知 pule) NV = 
yv (tly) = V, BV C pu (1), 从 而 说 明 pu(z) C pu (2). 同样 由 ”是 自然 变换 可 知 ， 
对 任意 的 ze F(U), ppu(z)(Zlpu(z)) = pu (2). 但 是 由 于 S(eu(z)) 是 集合 F(pu(z)) 
中 在 映射 ppu(z) 下 的 像 为 pu(z) 的 所 有 元 素 的 子 集 , 因此 slou) € S(eu(z)), 这 
说 明 pu(z) C pu(z), 从 而 pu(z) = 各 (z). 由 U 和 zz 的 任意 性 可 知 p= 9 口 

在 本 节 的 最 后 我 们 来 证 明 层 范畴 Sh(X) 是 Cartesian 闭 范畴 . 

命题 5.3.4” 设 XX 是 一 个 拓扑 空间 , 则 层 范畴 Sh(X) 是 Cartesian 闭 范畴 . 

证 明 RAG 是 空间 X 上 的 两 个 层 ， 对 任意 的 Ue T(X), F 可 以 限制 为 
子 空间 U 上 的 一 个 层 Flu : PU)? 一 Set 使 得 对 任意 的 开 集 VC U, Flu(V) = 
F(V), Flu(V CU) = F(V CU): FU) > F(V). 

BU ET(X), & GF (U) = Nat(Flv,Glu) 表示 Flu 与 Glu 之 间 的 自然 变换 全 
体 构成 的 集合 . Æ V CU, 存在 一 个 自然 的 限制 映射 


GF(V CU):GP(U) +GF(V), amalļv. 


这 里 alv : Fly > Gly 是 a 的 限制 , 即 对 任意 的 W C V, alv(W) = a(W): F(W) 一 
GW). 容易 看 出 这 样 定义 了 空间 X 上 的 一 个 准 层 G7, 首先 我 们 来 说 明 GF 是 一 
个 层 . 

给 定 U 的 一 个 开 履 盖 U = Uer Ui, 以 及 自然 变换 aa : Flu, 一 Glu, i € 了 使 得 
oiluinw = Qiluinv; 对 任意 的 ije I RX. HARV CU, 则 所 有 的 Wi = UinV 
构成 V 的 开 覆 盖 , 并 且 Gi = ailw, : Flw, 一 Glw 仍然 满足 Gi|wnw; = &\winw,- 
从 而 对 任意 的 re FV), ai(elw.)lwinw, = &(zlw;)lwow,. 由 于 G 是 层 , 故 存 
在 唯一 的 av(z) € G(V), 使 得 av(z)lw = di(z|w,). 因此 我 们 可 以 得 到 一 个 映射 
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av : F(V) + G(V), z> av(z) 使 得 下 面 的 方形 交换 : 


F(V) —¥> GV) 


F(Wi) > G(W;) 
不 难 验证 a : Fly > Gly 是 一 个 自然 变换 并 且 oly, = ai, 因此 GZ 是 一 个 层 . 
对 任意 的 UeET(X), 定义 
eu : FU) x GPU) + GWU), (x,a) + a(z), 
则 不 难看 出 这 样 定义 了 一 个 自然 变换 e : F x GF 一 G. 若是 拓扑 空间 六 上 的 一 


个 层 , p: Fx PG 是 一 个 自然 变换 . 对 每 个 UEeT(X), 定义 yy : P(U) > G7(U) 
使 得 对 任意 的 ze P(U) 
g'(x): Flu > Glu, y'(z)(t) = ylt,z), teFV V CU. 
容易 看 出 每 个 w'(z) 都 是 一 个 自然 变换 , 因此 这 样 的 定义 是 恰当 的 . 进一步 我 
们 可 以 验证 p: P > GP 是 一 个 自然 变换 , 并 且 满 足 p = elr x’), 即 下 面 的 三 角 


形 交 换 ， 
F x GF 一 ~ G 


FxP 
y 的 唯一 性 由 e 的 定义 和 层 范畴 中 积 的 逐 点 性 是 明显 的 . 口 


练习 5.3 


1. 试 给 出 层 范畴 Sh(X) 中 的 积 的 构造 . 

2. 试 证 明 层 范畴 Sh(X) 中 的 子 对 象 分 类 子 QA Sh(X) 中 的 一 个 单 射 对 象 ， 

3. 类 似 于 命题 5.3.1 的 证 明 , 试 证 明 层 范畴 Sh(X) 是 余 完备 的 . 

4. 证 明 一 个 完备 格 卫 看 作 一 个 范畴 存在 子 对 象 分 类 子 , HERS L 是 平凡 的 
( 即 工 只 含有 一 个 元 素 ). 
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在 5.1~5.3 节 中 我 们 讨论 了 层 范畴 的 内 部 性 质 , 本 节 我 们 来 讨论 不 同 层 范畴 之 
间 的 关系 . 我 们 将 会 看 到 给 定 一 个 连续 映射 了 : X 一 了, f 可 以 自然 地 诱导 出 层 范 
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WG Sh(X) 与 Sh(Y) 之 间 的 一 对 伴随 函 子 : 定向 层 函 子 fe: Sh(X) 一 Sh(Y) 和 北向 
HRF f* : Sh(Y) 一 Sh(X). 
HS: X 一 Y 是 一 个 连续 映射 , 则 


JTY) rx), V= flv) 
是 一 个 保 序 映射 , 因此 可 以 看 作 一 个 函 子 . 对 空间 X 上 的 任意 一 个 层 已 :T(X)"p 一 
Set, 由 于 广 :! 保持 有 限 交 和 任意 并 运算 , 因此 复合 函 子 
r(Y) £ (X) -了 Set 
仍然 是 空间 Y 上 的 一 个 层 . 这 样 我 们 可 以 定义 一 个 函 子 
fu: Sh(X) — Sh(Y), 
使 得 对 Sh(X) 中 的 任意 态 射 a : P 一 Q, 层 态 射 fala) : f,(P) > J,(@) 满足 对 任意 
W U ery) 
fela)u = afi) : fe(P)(U) = PFU) > F.(Q)U) = QU U)). 


我 们 称 f. 是 由 f 确定 的 定向 层 函 子 . 
引 理 5.4.1 设 p: 己 一 工 是 一 个 局 部 同 胚 映射 , 则 了 沿 着 连续 映射 了 : X 一 工 
的 拉 回 p* : f*(P) > X 仍然 是 一 个 局 部 同 胚 映射 


FP) —> P 


T} 


~ 


证 明 ”由 拓扑 空间 范畴 中 的 拉 回 构造 , 1*(P) 同 胚 于 积 空间 X x P 的 子 空间 
{(z,t) € X x P | f(x) = p(t)}. 对 任意 的 (x,t) © f*(P), W t HFW U, 使 得 
DU) 是 Y 中 的 开 集 并 且 p 的 限制 plu : U 一 pU) 是 一 个 同 胚 . 则 容易 验证 (z,t) 
HOFF ABR W = (f-'(p(U)) x U) N f*(P) RE p* (W) = 大 1(p(D)) È X PRR 
p*\w : W  f*(W) 是 一 个 同 胚 , 因此 p* : f*(P) X 是 一 个 局 部 同 胚 映射 。 口 

另外 , 如 果 了: 书 一 了 与 94:Q 一 了 都 是 局 部 同 胚 映射 , 9 : 已 一 Q 是 连续 映射 
使 得 p = ag 成 立 , 则 容易 验证 g : 已 一 Q 仍然 是 一 个 局 部 同 胚 映 射 . 


P 9 


NZ 
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考虑 到 拉 回 是 可 以 复合 的 , 沿用 引 理 5.4.1 中 的 记号 即 (9g)* = g*g*. 结合 定理 5.2.4 
和 引 理 5.4.1, 我 们 可 以 方便 地 定义 从 切片 范畴 LH/Y 到 切片 范畴 LH/X 的 一 个 
KF 

f*: LH/Y — LH/X, 


使 得 对 范畴 LH/Y 中 的 任意 一 个 态 射 h: (Pp) > (Qa), 
F (h) = (FP) p°) > (F°(Q), 9”) 


满足 p* = (gh)* = gq*f*(h). 由 推论 5.2.5, 我 们 可 以 得 到 层 范畴 Sh(Y) 到 Sh(X) 的 
一 个 函 子 
Sh(Y) -> LH/Y Ls LH/X & Sh(X) 


我 们 将 该 函 子 仍然 记 作 
J’ :Sh(Y) — Sh(X) 


我 们 称 /* : Sh(Y) 一 Sh(X) 是 由 f 确定 的 逆向 层 函 子 . 接 下 来 , 我 们 来 证 明 逆 
向 层 函 子 f* : Sh(Y) 一 Sh(X) SEREF fe : Sh(X) 一 Sh(Y) 事实 上 是 一 对 伴 
HRT. 

命题 5.4.2 BS: X 一 Y 是 连续 映射 , 则 逆向 层 函 子 f* : Sh(Y) 一 Sh(X) 
与 定向 层 函 子  : Sh(X) 一 Sh(Y) 是 一 对 伴随 函 子 , (f* 4 fe). 

证 明 ”首先 注意 到 对 空间 Y 上 的 任意 一 个 层 G, Ac WE f 的 拉 回 flA) 是 
积 空间 X x Ac 的 子 空间 {(z, [s]y) € X x Ac | y = f(z)}. 


F (Ae) — Ac 
9 p 
x——Y 


BUR f*(G) 满足 对 任意 的 U €T(X), 
F°(G)U) = {t: U > f* (Aa) |t 是 连续 映射 gt: U 一 是 包含 映射 }. 
对 拓扑 空间 Y 上 的 任意 一 个 层 G 以 及 任意 的 V eT(Y), 定义 
na(V): GV) > f.f*(G)(V), s= (nc(V)(s) :六 (一 广 (Ac))， 
使 得 对 任意 的 ze fV), 


ne(V)(s)(x) = (x, [srcz)). 
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车 Y 中 的 开 集 W CV, 则 对 任意 的 ze SW), [slw] pe) = [slie 因此 可 以 
看 出 mc : G 一 ff*(G) 是 一 个 层 态 射 . 另外 如 果 G 与 G' 是 空间 Y 上 的 两 个 层 ， 
a:G 一 G' 是 层 态 射 . 则 容易 验证 对 任意 的 Ve T(Y), 下 面 的 方形 交换 : 


Gv) 2 FOV) 
av) ZO pCMV) 
因此 
n: Isy) > Sef? 
是 一 个 自然 变换 . 


和 欲 定义 伴随 的 余 单位 , 设 下 是 拓扑 空间 XX 上 的 一 个 层 , VU eT(X). 由 于 f*f,(F) 
是 拓扑 空间 X 上 的 层 , 因此 对 任意 一 个 满足 f,(F)"p : U 一 XX 是 包含 映射 的 连续 
映射 p: U 一 广 (Af.(P))( 其 中 FF)”: (Agr) 一 六 是 映射 Aj.(F) 一 Y 的 拉 
EI), p 的 值 限制 p :UV 一 p(U) 一 定 是 一 个 同 胚 . 


F Ape) — A.F) 


x f 


Y 
从 而 p(U) 可 以 表达 为 空间 /*(Aj.(F)) 中 一 族 基本 开 子 集 的 并 
PU) = k(x, sd) | si € FUP“ (Vi), æ € UiN SMV}, 
ier 
BHU, € P(X), V: € P(Y) i € 1. 这 时 U = UierUViNf-1(WVi), 并 且 对 任意 的 ,je 1, 
Siluinujns—(vinv)) = 5jlvinUynf-1(vinv;)， 由 十 F 是 层 , 存在 唯一 的 sp E F(U) 使 


得 splwnyr-:tw) = silung 上 面 的 论证 可 以 总 结 为 如 果 连 续 映射 p : U 一 
f°(Ajy.(F)) WE SFY p: U 一 X 是 包含 映射 , 则 存在 唯一 的 sp E€ F(U) 使 得 


PU) = A, [spl pray) | 2 € UiN fV} 
iel 


由 此 我 们 可 以 定义 
er(U): f°f.(F)(U) > F(U), (p: U => (AP) > sp- 


不 难 验证 这 样 定义 了 一 个 层 态 射 sF : f*f.(F) 一 F. 进一步 可 以 验证 如 此 定义 
了 一 个 自然 变换 


e: f* fe Isnx)- 
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最 后 我 们 来 验证 n 与 e, 使 得 下 面 两 个 复合 都 是 单位 自然 变换 ， 
Rapp Sp prep Ser. 

对 第 一 个 复合 , FBS X 上 的 一 个 层 , Ve T(Y). 首先 nf. 将 每 个 e 
FEV) = FF(f-1(V)) 对 应 为 连续 映射 FV) 一 FAs), 2 (s llre), 接 
下 来 由 fe 作用 为 s, 因此 第 一 个 复合 是 单位 自然 变换 . 类 似 地 可 以 验证 第 二 om 
合 是 单位 自然 变换 . 

命题 5.4.3” 设 / : X 一 了 是 连续 映射 , 则 逆向 层 函 子 * : Sh(Y) 一 Sh(X) 全 
持 有 限 极限 . 

证 明 ”我 们 只 需 证 明 拉 回 函 子 f* : LH/Y 一 LH/X 保持 有 限 极限 即 可 . 

首先 , 单位 态 射 1x : X 一 X 沿 着 S 的 拉 回 是 单位 态 射 ly :Y OY, 故 六 保 
持 终 对 象 . 下 面 我 们 来 证 明 f 保持 拉 回 , 从 而 由 命题 2.6.2 可 得 f 保持 有 限 极限 . 

# (P, p), (Q, q), (R,r) € ob(LH/X), h : (Pp) > (Q,4), 9 : (Riv) + (Q,a) 是 
LH/X 中 的 态 射 . TERBIWUS BE U : LH/X > LH 产生 拉 回 , 因此 在 范畴 LH 中 
RHA h: P> Q 的 拉 回 就 是 范畴 LH/X 中 (R,r) W h : (Pp) 一 (Q,9) 的 拉 
回 , 记 作 P xn R= {(m,n) € P x R | h(m) = g(n)}. 我 们 只 需要 证 明 下 面 方形 仍然 
是 范畴 LH 中 的 一 个 拉 回 方形 即 可 . 


f°(P xn R) —> f*(R) 


f°(9) 
re g) 

由 范畴 LH 中 的 拉 回 构造 可 知 f*(P xh R) = {(z, (m,n)) € X x (P xa R) | 
f(a) = pm) = r(n)}, 态 射 P(P xn R) 一 f° (R) 将 每 个 (z, (m,n) € P*(P xm R) 对 
应 为 (zn), 同时 态 射 ACP xn R) > f*(P) 将 每 个 (z, (m,n)) € f*(P xa R) 对 应 为 
(zm). 不 难 验证 该 方形 的 确 是 一 个 拉 回 方形 . o 

练习 5.4 


1. it f: X Y RANAR Ek, 试 证 明 逆 向 层 函 子 f* : Sh(Y) 一 Sh(X) 
存在 左 伴随 . 

2. 试 举 例 说 明 对 一 般 的 连续 映射 了 :X 一 了 , ie AHF f* :Sh(Y) 一 Sh(X) 
不 必 存 在 左 伴随 . 


5.5 Grothendieck 拓扑 与 Grothendieck 层 
在 前 面 几 节 中 我 们 介绍 了 定义 在 一 个 拓扑 空间 上 的 层 , 但 是 在 实际 应 用 中 , 如 
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在 余 同 调理 论 和 代数 几何 中 , 人 们 需要 定义 在 更 一 般 的 “广义 拓扑 ”结构 上 的 层 概 
E. 定义 在 拓扑 空间 X 上 的 层 需要 开 集 包含 V >U, 而 这 种 包含 是 范畴 T(X) 中 的 
单 态 射 , 而 在 代数 几何 中 人 们 需要 用 更 一 般 的 映射 ”一 U 来 取代 单 态 射 Y >U, 
Grothendieck 拓扑 与 Grothendieck 层 正 是 在 这 种 需求 下 产生 的 . Grothendieck 拓 
扑 推 广 了 通常 拓扑 中 的 “覆盖 ”的 概念 , 在 一 个 小 范畴 上 定义 了 一 种 广义 的 “ 覆 
盖 结 构 ”， 从 而 可 以 在 这 个 广义 的 “拓扑 ”中 定义 层 的 概念 , 即 Grothendieck 层 . 
Grothendieck 层 具 有 非常 类 似 于 通常 层 的 良好 性 质 , 限于 篇 幅 , 我 们 只 想 用 一 节 
的 内 容 简 单 介绍 其 基本 的 概念 , 读者 如 果 想 进一步 了 解 这 方面 的 内 容 可 参阅 文献 
[27], [28], [38]. 
BEC 是 一 个 小 范畴 , C € obC. 我 们 称 可 表达 函 子 


C(=,C) : CP 一 Set 


在 函 子 范畴 (CoP, Set] 中 的 任意 一 个 子 对 象 5 为 对 象 C 上 的 一 个 Mi(sieve). 等 价 的 
说 法 是 对 象 C 的 一 个 筛 就 是 一 族 以 C 为 值 域 的 态 射 S = { 一 C} 满足 条 件 : 


cod(g) = dom(f), feS=sfges. 
设 5 是 对 象 C 上 的 一 个 筛 , kh: 一 C 是 一 个 态 射 , 则 
h*(S) = {g | cod(g) = D, hg € 5} 


是 对 象 D 上 的 一 个 第 

定义 5.5.1 设 C 是 一 个 小 范畴 , 如 果 对 C 中 的 每 个 对 象 C 都 指定 了 一 个 由 
C 上 的 得 构成 的 集合 J(C) 满足 下 面条 件 : 

(1) 对 任意 的 C € obC, C 上 最 大 的 得 tc = {f | cod(f) = C} 在 J(C) 中 . 

(2) Mh: D >C, Se J(C), 则 h*(S)€ J(D). 

(3) Æ S € J(C), R 是 C LAN—PMMii, 使 得 对 S 中 的 任意 态 射 h: D >O, 
h*(R) € J(D), Wl) R € J(C). 
则 称 {J (C) | C € obC} 是 范畴 C 上 的 一 个 Grothendieck 拓扑 , 记 作 J. 

由 定义 5.5.1, 立即 可 以 得 到 Grothendieck 拓扑 的 下 面 几 点 性 质 : 

(a) MHS € J(C), RHC 上 的 一 个 第 并 且 SCR, W Re J(C). 事实 上 
对 任意 的 f € S, f"(R) 2 f*(5) 是 f 的 值 域 cod(f) 上 最 大 的 第 , 由 条 件 (1) 可 知 
f*(R) € J(cod(f)), 从 而 由 条 件 (3) 知 RE J(C). 

(b) WR S € J(C) 并 且 对 S 中 的 任意 一 个 态 射 了 : Dp 一 C, 存在 一 个 筛 
Ry € J(Dy), W {fg | f €S, ge Ry} € J(C). 

(c) 如 果 R,S € J(C), W RAS € J(C). 事实 上 对 R 中 的 任意 一 个 态 射 
f: D >C, 由 条 件 (2) 可 得 f (RN S) = f*(S) € J(D), 从 而 由 条 件 (3) 知 
RAS € J(0). 


5.5 Grothendieck 拓扑 与 Grothendieck 层 - 101- 


一 个 小 范畴 C 赋予 一 个 Grothendieck 拓扑 J 记 作 (C, J), 称 为 一 个 场 (site). 对 
C 中 任意 一 个 对 象 C, HS e .J(C), WE S 是 C 的 一 个 覆盖 得 Bf: As BHC 
中 一 个 态 射 , S 是 巨 上 的 一 个 筛 , 使 得 f*(5) 是 4 的 一 个 覆盖 筛 , 则 称 3 是 f 的 一 
个 覆盖 第 

设 苇 是 一 个 拓扑 空间 , X 的 拓扑 T(X) 在 包含 序 关系 下 可 以 看 作 一 个 小 范畴. 
对 任意 的 开 集 U eT(X), 令 


J(U)={SCT(X)I(JS=U, 若 VcUeS, 则 Ve 5), 


则 不 难看 出 J 是 T(X) 上 的 一 个 Grothendieck 拓扑 . 因此 Grothendieck 拓扑 就 是 
通常 的 拓扑 在 覆盖 意义 下 的 推广 . 

从 上 面 的 论述 中 我 们 可 以 看 出 Grothendieck 拓扑 中 任意 一 个 对 象 的 覆盖 得 都 
是 一 个 筛 , 而 对 应 在 通常 的 拓扑 中 一 个 开 集 U 的 一 个 覆盖 第 就 是 UV 的 一 个 开 和 覆盖 
S 并 且 要 满足 

BVCU,UES, WVes. 
但 是 在 通常 拓扑 中 , 我 们 描述 U 的 开 覆 盖 S REUS = U 即 可 , 并 不 需要 S 是 
一 个 筛 , 不 过 U 的 任意 一 个 开 覆 盖 5' 确实 可 以 生成 U 上 的 一 个 覆盖 利 S = {V e 
T(X) | 存在 Vs 5', V CU}. 下 面 我 们 来 定义 一 种 更 一 般 的 Grothendieck 拓扑 概 
念 , 我 们 称 之 为 Grothendieck 拓扑 基 , 它 不 要 求 对 象 的 覆盖 必须 是 一 个 筛 , 但 是 可 以 
生成 一 个 筛 , 从 而 任意 一 个 Grothendieck 拓扑 基 都 可 以 生成 一 个 Grothendieck 拓 
th. 

定义 5.5.2 BEC 是 一 个 存在 拉 回 的 小 范畴 , 如 果 对 C 中 的 每 个 对 象 C 都 指 
定 了 一 个 由 以 C 为 值 域 的 态 射 构成 的 集合 K(C) 满足 下 面条 件 : 

a) E f: O 是 一 个 同 构 , 则 f eE K(C). 

(2) Ë {fir Ci Clie TPE K(C), g: D> CRC 中 的 任意 一 个 态 射 , 则 所 
有 的 卢 沿 着 9 的 拉 回 态 射 族 {72 : Ci xg D > D | i € I} € K(D). 

(3 车 {所 :Ci 一 C1ie 了 eK(C), 并 且 对 每 个 ie 了 都 存在 一 个 {gi; : Diy 一 
Ci [j E i} € K(Ci), 则 复合 态 射 族 {figij : Dij >C |ie lje l} € K(C). 

则 称 {K(C) | C € obC} 是 范畴 C 上 的 一 个 Grothendieck 拓扑 基 , 记 作 K. 

小 范畴 C 赋予 一 个 Grothendieck 拓扑 基 K, 记 作 (C, K), 仍然 称 为 一 个 场 . 对 
C 中 的 每 个 对 象 C, K(C) 中 的 元 素 称 为 C WRH. 

由 上 面 定 义 可 以 看 出 , C 上 的 一 个 Grothendieck 拓扑 了 未 必 满 足 条 件 (1), 从 
而 未 必 是 一 个 Grothendieck 拓扑 基 (可 以 验证 J 满足 条 件 (2) 和 (3’)). 但 是 C 上 
的 任意 一 个 Grothendieck 拓扑 基 K 都 可 以 生成 C 上 的 一 个 Grothendieck 拓扑 J 
使 得 : 


Se J(C) = SÈ C 上 的 一 个 第 并 且 存 在 Re K(C)， RCS. 
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现在 我 们 就 可 以 完全 类 似 于 在 拓扑 空间 上 定义 层 的 情形 , 在 任意 一 个 场 上 来 定 
义 层 的 概念 . 

定义 5.5.3” 设 (C,J) 是 一 个 场 : 

(1) # P : CP 一 Set 一 个 反 变 函 子 , 我 们 称 P 为 场 (C,J) 上 的 一 个 准 层 
(presheaf). 

(2) 如 果 准 层 P 满足 对 任意 的 C es obC 以 及 C 的 任意 覆盖 得 S € JC), 
e: P(C) 一 IJyes P(dom(f)) 是 平行 对 映射 

pa: [[ P(dom(f)) 一 Il P(dom(g)) 
Jes feS,dom(f)=cod(g) 

WAT, 则 称 P 是 场 (C,J) 上 的 一 个 层 (sheaf), 这 里 e: z + (P(f)(z))y， 
p: (2f)f > (Lf9)4,9,9: (Z1)7 > (P(g)(27)). 

上 面 的 定义 可 以 方便 地 解释 为 准 层 P :CoP 一 Set Æ (C, J) 上 的 一 个 层 当 且 
1024 P 满足 下 面条 件 : 

(2*) 对 任意 的 覆盖 第 5 e J(C), 以 及 任意 一 个 元 素 族 {zs € P(D) | (1 :了 一 
C) € S} 满足 对 任意 一 个 态 射 9: 忆 一 D 都 有 


P(g)(z/1) = zy19 
成 立 , 则 存在 唯一 的 元 素 ze P(C) 满足 
P(f)(x) = zy 


对 所 有 的 fe 3 成 立 . 
设 天 是 小 范畴 C 上 的 一 个 Grothendieck 拓扑 基 , J 是 由 K 生成 的 Grothendieck 
拓扑 , 下 面 我 们 来 证 明 场 (C, J) 上 的 任意 一 个 层 可 以 完全 由 K 确定 . 
为 了 方便 , 我 们 首先 引进 一 个 概念 . 设 R= {fi :Ci + C | iE I} € K(C) 是 对 
象 C 的 一 个 覆盖 . 如 果 元 素 族 {zi € P(Ci) | ie 1) 满足 
P(ri)(zi) = P(ri)(z7) 
对 任意 的 ij € I RZ, 则 称 {zi € P(Ci) | i € 1} 是 一 个 相 容 族 (matching family). 
这 里 ti 与 nj 分 别 是 所 与 方 的 拉 回 . 
Ci xe Cj > CG; 
"| |e 
fi C 
命题 5.5.4 i 已 : Co 一 Set 是 一 个 准 层 . P 是 场 (C,J) 上 的 一 个 层 当 且 仅 
当 对 C 中 的 任意 一 个 对 象 CUR C 的 任意 一 个 覆盖 R= {fi : Ci -Clie le 
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K(C), 任意 一 个 相 容 族 {zi € P(Ci) | i € I} 都 存在 唯一 的 元 素 re P(C), 使 得 
P(fi)(2) = zi 对 所 有 的 ie 了 成 立 . 

证 明 (VEH) 若 P EH (CJ) 上 的 一 个 层 , R= {fi :C: 一 Cliel}e 
K(C), {zi € P(Ci) |i € I} 是 一 个 相 容 族 . R 可 以 生成 C 的 一 个 J 覆盖 第 如 下 : 


$=(R)={g:D+C|g=D+.6, £0, fi €R}. 
对 每 个 (g = D 5 Ci 40) € S, ZX yy € PID) 使 得 
ys = P(k)(z:), 


这 个 定义 与 9 和 fi 的 选取 无 关 . 事实 上 如 果 fik = 9 = fh, 则 考虑 由 fi t fj 形 
成 的 拉 回 方形 (如 上 面 的 方形 ), 由 万 有 性 质 存 在 唯一 的 态 射 r: D 一 Ci xc Ci 使 得 
k= mr, h= rjr, 因此 由 {zi € P(Ci) |i € 1} 的 相 容 性 可 知 


P(K)(zi) = P(r)(P(ri(zi)) = P(r)(P(7;(2;)) = P(h)(2;). 


显然 元 素 族 {yo | 9 e S} 满足 (2°) 中 的 条 件 , 因此 存在 唯一 的 元 素 ye P(C), 
使 得 P(g)(y) = yo 对 任意 的 g e 3 成 立 . 特别 对 每 个 fi € R, 我 人 有 P(fi)(y) = 
Yn = Ti 车 WE P(C) 仍然 满足 对 每 个 fi € RRA PNU) = zi RIL, 则 对 任意 
Wg = fik € S, 我 人 有 P(g)(y) = P(k)(P(fi)(y)) = P(k)(zi) = Yo, 故 这 样 的 y 是 
唯一 的 . 

(充分 性 ) 设 S e J(C) 是 对 象 C 的 一 个 覆盖 第 , 元 素 族 {zo € P(D) |g: D > 
C e 5} 满足 (2°) 中 的 条 件 . 存在 C 的 一 个 覆盖 Re K(C) 使 得 RC 5, 则 元 素 子 
族 {zj € P(D') | f : D' = C € R} 是 一 个 相 容 族 . 由 题 设 条 件 存在 唯一 的 一 个 元 素 
ze P(C) 使 得 P(f)(z) = zy 对 任意 的 f e RRL, 下面 我 们 来 说 明 P(g)(z) = xy 
对 任意 的 ge S 成 立即 可 . 

设 ge S, 对 任意 的 fe R, 考虑 由 f g 形成 的 拉 回 方形 : 


DxeD -wp 


"| | 


由 条 件 定 义 5.5.2 中 的 (2*) 可 知 R = {rfg | f € R} € K(D). RF 
{xs € P(D') | f: D' + Ce R} 的 相 容 性 , MERA f € RBA P(ry,g)(P(g)(z)) = 
P(64,9)(P(F)(2)) = Ples.g)(@4) = Efor g = Zons.s = Prfoj(zo). Hf’: DY + C fe 
尽 中 的 另 一 个 态 射 , 则 由 rre 和 "yi,g 形成 的 拉 回 方形 表明 元 素 族 {P(my,o)(P(g)(z)) | 
f E R} 是 一 个 关于 覆盖 R = {nf | f e R} 的 相 容 族 , 因此 由 存在 唯一 性 可 知 
P(g)(z) = ze 成 立 . 口 


s 
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练习 5.5 


1. 设 C 是 一 个 小 范畴 , 对 任意 的 Ce obC, A J(C) 是 由 C 上 最 大 的 得 tc = 
{f | cod(f) = C} 构成 的 单 点 集 ， 证 明 {J(C) | C € obC} REC 上 的 一 个 
Grothendieck 拓扑 (平庸 拓扑 ). 

2. 设 了 是 拓扑 空间 范畴 Top 的 一 个 对 有 限 极限 和 开 子 空间 运算 封闭 的 小 的 
WF IEG (如 可 分 的 Hausdorff de 4b S ia] EF). 对 任意 的 X E obT, 定义 {fi : Vi > 

-X|ie TPE K(X) 当 且 仅 当 每 个 Y 都 是 X 的 开 子 空间 , 每 个 fi 都 是 包含 映射 并 
E Uier Yi = X. 证 明 {K(C) |C € obC} 是 范畴 了 上 的 一 个 Grothendieck 拓扑 基 . 

3. 设 工 是 一 个 完备 的 Heyting 代数 ( 即 frame) 看 作 一 个 范畴 . 对 任意 的 ce 也， 
定义 {ai |i €I} E€ K(c) 当 且 仅 当 Vic ai =c. HR {K(c) | ce L} RE L LH 
— Grothendieck 拓扑 基 , 进一步 写 出 由 该 基 生 成 的 Grothendieck 拓扑 . 

4. 设 C 是 一 个 小 范畴, 对 任意 的 Ce obC, 定义 C 上 的 得 构成 的 集合 J(C) 为 
SeJ(C) 当 且 仅 当 SAO. A {J(C) |C € obC} Æt% C 上 的 一 个 Grothendieck 
拓扑 当 且 仅 当 C 上 的 任意 两 个 坊 射 D -万 C L E, 存在 C 中 的 一 个 对 象 4 以 及 
态 射 4 一 忆 和 4 一 已 使 得 下 面 的 方形 交换 : 


— 


ko] 


<— 
~ 


y— > 


9 
一 一 ~ 


Q 


5. it {Jijier 是 小 范畴 C 上 的 一 族 Grothendieck 拓扑 , 对 任意 的 C E obC, A 
(NAC) = NEC), A NJ: E C 上 的 一 个 Grothendieck 拓扑 . 
6. it J 是 小 范畴 C 上 的 一 个 Grothendieck 拓扑 . ZX I: CoP 一 Set, 


‘0-{ {*}, be J(C) 
9, Og¢J(C) 


试 证 明了 是 场 (C,J) 上 的 一 个 层 . 
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